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VORWORT. 



Der Herausgeber des ei-sten Bandes von Dieichlet's Werken, welcher 
zum Schmerz der mathematischen Welt und seiner Freunde aus voller Schaf- 
fensfreude jählings abgerufen worden, hatte mit grosser Liebe mid Sorgfalt 
die Vorbereitungen für eine würdige Ausgabe der gesammeltenSchriften Dieichlet's 
betrieben, wie jeder Leser des ersten Bandes der Werke schon selber zu er- 
kennen Gelegenheit gehabt. Um so mehr ist es zu bedauern, dass es ihm 
nicht vergönnt war das Werk zu vollenden. Als die Königliche Akademie 
der Wissenschaften mich beauftragte die Fortsetzung der Herausgabe zu über- 
nehmen, waren vom zweiten Bande die ersten fünfzehn Bogen bereits gedruckt, 
während für den Druck des Restes der ersten Abtheilung ein von Kronecker 
verfasstes Programm vorlag. Dieses Programm hat in der Ausführung im 
Ganzen zur Richtschnur gedient, als wesentliche Abweichung von demselben 
ist hervorzuheben, dass nicht alle Uebersetzungen DffilCHLEx'scher Abhandlungen 
—~ wie es in dem Programm vorgesehen wai* — sondern nur solche Aufnahme 
gefunden haben, welche von Dihichlet selbst oder unter seiner Antheilnahme 
gemacht worden waren. Von den übrigen findet sich ein Verzeichniss am 
Schlüsse dieses Bandes. 

Ueber das Material, welches Kronecker aus den nachgelassenen Schriften 
aufgenommen wissen wollte, fanden sich im Programm nur unvollständige Notizen 
vor. Von dem handschriftlichen Nachlass war nur ein Theil so beschaffen, dass 
eine Reconstruction des Inhaltes noch möglieh war und in den Anhang mit auf- 
genommen werden konnte. Das Uebrige, aus unzusammenhängenden Notizen 
bestehend, musste als Material für einen späteren Enträthsler zurückgelassen 
werden. Zu spät, um noch in die erste Abtheilung aufgenommen zu werden, 
fand sich die Preisaufgabe über die AßEL'schen Functionen, welche ebenfalls 
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im Anhang (S. 358) Platz gefunden hat. G-ieichfaüs im Anhang ist der Brief- 
wechsel zwischen Dirichlet und Gauss, sowie zwisclien Dirichlet und 
Kroneckee zum Abdruck gekommen. Von der Oorrespondenz zwischen Dirichlet 
und Alexander von Humboldt konnte nur derjenige Theil Platz finden, welcher 
mit mathematischen Fragen in Zusammenhang steht. 

Den Schluss des Anhanges bilden zwei Anmerkungen; die eine von 
Herrn Dedekind enthält eine Berichtigung einer Stelle des ersten Bandes, die 
andere von Herrn H. "Werer eine interessante Mittheilung von Gr. Kirchhoff. 

Leider fanden sieh in dem mir zu Gebote stehenden von Keonecker 
hinterlassenen MateriaJ zum zweiten Bande nicht genügende Anhaltspunkte, um 
die im Vorwort zum ersten Bande von Kkonecker erörterte Frage über die 
redactionelle Abweichung der beiden im ersten Bande S. 1 und S. 21 abge- 
druckten denselben Gegenstand behandelnden Arbeiten Dirichlet's vollständig 
zu klären. 

Es ist mir eine angenehme Pflicht, an dieser Stelle allen denjenigen 
HeiTen, welche der Herausgabe ihr wohlwollendes Interesse zugewendet haben, 
zu danken, insbesondere dem Herrn Hermite, welcher auch im zweiten Bande 
die grosse Güte gehabt hat, die französischen Correctm'bogen durchzusehen, in 
gleicher "Weise den Herren Schering, Frobenius, Hensel und Ludwig Schle- 
singer für ihre gütige Antheilnahme an der Revision der Correcturbogen. 
Herrn Hkttner verdanke ich den Hinweis auf die S. 368 abgedruckte Mitthei- 
lung von Encke. Herr Hirschfeld hatte die Güte, die Note: Entwurf zu einer 
akademischen Rede (S. 364), Herr M. Cantor die Arbeit: Memoire sur la gdo- 
metrie des Hindous (S. 345) durchzusehen. Um die Sichtung des handschrift- 
lichen Nachlasses, der in den Anhang aufgenommen worden ist, haben sich mein 
Sohn Richard und Herr H. Lemke ganz besondei^ verdient gemacht. Den 
Druck hat mit dankenswerther Sorgfalt Herr E. E. Boehm geleitet. 

Vor allem aber drängt es mich Herrn Dedekind meinen wärmsten 
Dank abzustatten, welcher nicht nur die Richtigstellung des Textes einer sorg- 
fältigen Kritik unterwarf, sondern auch Dank seiner tiefen Kenntniss der 
DiRiCHLET'schcn Schriften und den Erinnerungen aus seinem persönlichen Um- 
gange mit Dirichlet mich in der Auswahl des handschriftlichen Nachlasses zu 
unterstützen in der Lage war. 

Berlin, JuU 1897. 

L. Fuchs. 
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ÜBER DIE STABILITÄT DES GLEICHGEWICHTS. 

[Auszug aus oiner am 22. Januar 1846 in der KÖnigl. Äkadcmiu der Wissenschaften 
gelesenen Abhandlung.] ') 



Wenn auf ein System materieller Punkte anziehende oder abstossende, 
bloss von der Entfernung abhängige Kräfte wirken, die entweder nach festen 
Centren gerichtet sind, oder für die, wenn sie gegenseitig zwischen zwei Massen 
stattfinden, Wirkung und Gegenwirkung einander gleich sind, und überdies die 
Bedingungsgleichungen, welche die Goordinaten der Punkte unter einander ver- 
binden, die Zeit nicht enthalten, so gilt immer das sogenannte Integral der le- 
bendigen Kraft, welches in seiner ganzen Allgemeinheit zuerst von D. Berkoulu 
aufgestellt worden und in der Gleichung: 

2mv'=/{a<,y,z,a,\ ...)4-6 
enthalten ist. Das Summenzeichen erstreckt sich auf alle Massen des Systems, 
von denen jede mit m, ihre Geschwindigkeit mit v bezeichnet ist, und C be- 
deutet die willkürliche Oonstante. Die Function der Goordinaten hängt bloss 
von der Natur der Kräfte ab und lässt sich immer durch eine bestimmte Anzahl 
unabhängiger Variabein X, fi, v, . . . ausdrücken, wodurch die Gleichung in: 

^mv' = 'fQ; |t, v, . . .)+C 
übergeht. Die Function (p steht in inniger Beziehung zu den G-leichgewichts- 
lagen des Systems, indem die Bedingung, dass für eine, bestimmten Werthen 
von k, fi, V, . . . entsprechende Lage Gleichgewicht stattfinde, mit der zusammen- 
fällt, dass für diese Werthe das vollständige Differential von w verschwinde; 
so dass also im Allgemeinen für jede Gleichgewichtslage die Function ein Maxi- 
mum oder Minimum sein wird. Findet wirklich das Maxunum statt, so hat 
das Gleichgewicht den Charakter der Stabilität, d. h. das System wird sich, 
wenn die Punkte aus einer solchen Lage nur wenig verrückt werden und kleine 
Anfangsgeschwindigkeiten erhalten, im Laufe der Zeit nie über gewisse enge 
Grenzen hinaus von derselben entfernen. 
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6 ÜBER DIE STABILITÄT DES GLEICnGEWICHTS. 

Der eben erwähnte Satz gehört unstreitig zu den wichtigsten der ganzen 
Mechanik; auf ihm beruht namentlich die Theorie der kleinen Schwingungen, 
■welche so viele interessante physikalische Anwendungen in sich begreift, und 
man muss sich in der That wundern, dass die Wahrheit desselben bisher nicht 
mit der nöthigen Strenge dargethan worden ist. Setzt man voraus, dass die 
Gleichgewichtslage oder das Maximum der Function <p den Werthen ^ = 0, 
^ ^ 0, ... entspricht, was immer geschehen kann, ohne der Allgemeinheit Ab- 
bruch zu thun, so besteht der von Lagrange*) gegebene Beweis darin, dass die Ent- 
wickelung der Function nach Potenzen von X, fi, v^ . . ., welche mit den Gliedern 
zweiter Ordnung beginnt, auf diese beschränkt wird, und dass dann aus dem 
bekannten Kriterium für das Maximum, nach welchem die Glieder zweiter Ord- 
nung als eine Summe von negativen Quadraten dargestellt werden können, 
Grenzen filr X, fi, p, . . . abgeleitet werden, die sie nicht Übersehreiten können. 
Diese Schlussweise, welche auch bei anderen Fragen der Stabilität, und nament- 
lich in der physischen Astronomie nicht selten in Anwendung gebracht wird, 
ermangelt aber offenbar der Beweiskraft, und es kann mit Recht gezweifelt 
werden, ob Grössen, für die man unter der Voraussetzung, dass sie immer klein 
bleiben — denn nur in dieser liegt die Befugniss, die höheren Glieder zu ver- 
nachlässigen — , kleine Grenzen findet, nach einer beliebigen Zeit wirklich in 
diese oder überhaupt nur in enge Grenzen eingeschlossen sein werden. 

Der oben erwähnte Beweis ist, so viel ich weiss, bisher ohne wesent- 
liche Veränderung von allen Schriftstellern reprodueirt worden, welche sich mit 
diesem Gegenstande beschäftigt haben, und was namentlich Poisson'*) zu dem- 
selben hinzugefügt hat, um die Glieder höherer Ordnung zu berücksichtigen, 
beruht auf der ganz unhaltbaren Annahme, dass jedes Glied zweiter Ordnung 
den Inbegriff aller höheren Glieder übertreffe. Aber selbst wenn die von 
Lagrange angestellten Betrachtungen für den Fall, worauf sie sich beziehen, 
und wo sich das Maximum in den Gliedern zweiter Ordnung zu erkennen giebt, 
vervollständigt würden, wäre damit der fragliche Satz noch nicht in seinem 
ganzen Umfange bewiesen. Bekanntlich ist die Existenz eines Maximums mit 
dem Vei-schwinden der Glieder zweiter Ordnung verträglich; nur muss immer 
die niedrigste Ordnung, für welche nicht sämmtliche Glieder verschwinden, eine 
gerade sein und das Aggregat aller dieser Glieder immer negativ bleiben. Die 

') Mecanique analytique, premier© pavtle, äection III. **) Traite de M^canique, torae second, page 492. ') 
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vollständigen Kriterien für diese letztere Bedingung sind bisher, selbst wenn es sich 
um die vierte Ordnung bandelt, nicht aufgestellt worden (Theorie des fonctions, 
seconde partie, no. 57); sie wären daher vor Allem aufzusuchen; was nothwendig 
in den Beweis des mechanischen Satzes grosse Complication bringen würde. 

Glücklicherweise lässt sich das Princip der Stabilität des Gleichgewichts 
unabhängig von diesen Kriterien und durch höchst einfache, unmittelbar an den 
Begriff des Maximums anknüpfende Betrachtungen nachweisen. 

Indem wir die obige Voraussetzung beibehalten, dass die Gleichgewichts- 
lage versehwindenden Werthen von X, fi, v, . . . entspricht, machen wir noch 
die zweite: dass der Werth von y}(0, 0, 0, ...) ebenfalls NuU ist; was wegen 
der willkürlichen Gonstante gestattet ist. Bestimmt man nun die Constante 
aus dem gegebenen Anfangszustande, für welchen v, X^ (a, v, . . . mit v^, ^, 
^0,-j'u, ... bezeichnet werden sollen, so erhält man: 

^m.v^ ^ g)(A, 11, V, . . .} — fO-vi /*07 ^o> ■■■)+-^™''o- 
Vermöge der Annahme, dass (pQ,, fi,v, ...) für .^ = 0, /t = 0, i- = 0, ... ein 
Maximum ist, de^en "Werth selbst verschwindet, lassen sich nun immer so kleine 
positive Grössen l, m, n, ... angeben, dass für jedes System Ä, fi, f, . . ., wenn 
die Zahlenwerthe dieser Variabein respective nicht grösser als l, m, n, . . . sind, 
<f(/., ft,v, .. .) stets negativ ist; den einzigen Fall ausgenommen, wo X, fj., v, . . . 
gleichzeitig verschwinden. Dieser Fall wird ausgeschlossen, wenn wir nur solche 
Systeme betrachten, in welchen wenigstens eine der Variabein X, (i, v, . . . , ab- 
gesehen vom Zeichen, ihrer Grenze l, m, n, . . . gleich ist. Ist von allen diesen 
negativen Werthen der Function, — p, abgesehen vom Zeichen, der kleinste, so 
lässt sich leicht zeigen, dass, wenn X^,, fi„, v^,, . . . numerisch kleiner als l, m, n, ... 
genommen werden und zugleich der Bedingung: 

Genüge geschieht, jede der Variabein X, f^, v, . . . im Laufe der Bewegung 
numerisch unter ihrer Grenze l, m,, n, . . . bleiben wird. Fände das GegentheÜ 
statt, so müsste, da die anfänglichen Werthe A^, ^o) ''o> ■ ■ ■ ^er Voraussetzung 
nach die eben ausgesprochene Bedingung erfüllen und bei der Stetigkeit der 
Variabein X, fi, y, . . . ^), zu einer gewissen Zeit zuerst Gleichheit zwischen einem 
oder mehreren der Zahlenwerthe von X, /t, p, . . . und der entsprechenden 
Grenze 1,171,%... eintreten, ohne dass einer der übrigen diese noch über- 
schritten hätte. Für diesen Zeitpunkt wäre der negative Werth von (f{X, fi,v,.. .) 

'] Sie WorU ,m]d bei der Stetigkeit der Variabein l, /i, y, ...' feblen im Aliadeiule-Berietit. K, 
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numerisch nicht kleiner ah p, und also die zweite Seite unserer Gleichung wegen 
der obigen auf den Anfangszustand sich beziehenden Ungleichheit negativ ; was mit 
der Natur der ersten Seite in Widerspruch steht. Zugleich ist klar, dass auch die 
Geschwindigkeiten v immer in Grenzen eingeschlossen bleiben werden, da stets: 

sein wird, so wie auch, dass die Grenzen für jedes v, so wie für jede der die 
Lage des Systems bestimmenden Variabein X, ß, v, . . ., beliebig enge gemacht 
werden können, da l, m, n, ... jedes Grades von Kleinheit fähig sind.') 

Schliesslich wollen wir noch auf einen merkwürdigen, bei verschiedenen 
Schriftstellern vorkommenden Irrthum aufmerksam machen, welcher den eben 
besprochenen Gegenstand betrifft*). Es wird behauptet, dass, wenn das System 
im Laufe der Bewegung durch mehrere Gleichgewichtslagen hindurch geht, diese 
abwechselnd Lagen des stabOen und unstabilen Gleichgewichts, d. h. solche sind, 
denen ein Maximum oder Minimum der Function (f{X, fj.,v, .. .) entspricht; und 
diese Behauptung wird darauf gegründet, dass V ein Maximum oder Minimum 
diesen Charakter nicht verliert, wenn die früher als unabhängig betrachteten Va- 
riabein X, ft, p, . . . die besonderen Werthe, für welche ein solches stattfindet, 
dadurch erhalten, dass sie Functionen von einer neuen Grösse t werden, und 
dann 2" darauf, dass bei einer Function einer einzigen Variabein t Maxima und 
Minima einander abwechselnd folgen. Beides ist richtig, berechtigt aber nicht 
zu der daraus gezogenen Folgerung; es wäre vielmehr erforderlich, dass das 
Erstere auch umgekehrt gültig bliebe, d. h. dass die bloss von t abhängige 
Function y?(^, ^, r, ...), wenn sie für ein bestimmtes t ein Maximum oder Mi- 
nimum darbietet, dieselbe Eigenschaft behielte, wenn man die entsprechenden 
Werthe von k, ^, v, . . . als besondere Werthe der als unabhängige Vaiiabeln 
betrachteten Grössen X, fi, v, . . . ansieht. Dies braucht aber nicht der Fall 
zu sein, selbst dann nicht, wenn nur eine Gi'össe, z. B. X, vorkommt. So hat die 
Function X' nur ein Minimum und gar kein Maximum, während für die Function 
sin^?, in welche jene durch die Annahme X = sin/ übergeht, nicht nur unendlich 
viele Minima, welche einander und dem früheren gleich sind, sondern Überdies un- 
endlich viele Maxima stattfinden. Der Irrthum, in welchen man in dieser Beziehung 
verfallen ist, rauss um so mehr befremden, als die Unrichtigkeit der angestellten 
Behauptung sich schon bei der gewöhnlichen Pendelbewegung zu erkennen giebt. 

') Hier sdüifSBt der Aiisiiie im Akadeüüe-Bericht [vgl. S. 37 im Jnlirging 1846). K, 
") Traite de Mecanique par Poisson, tome second, page 491. 
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8ÜK ÜN MOYEN ÖEMEAL DE VEKIPIEK L'EXPEESSION 

DU POTENTIEL KELATIF A ÜNE MASSE ÜÜELCOSaUE, 

HOMOöfiNE Oü HMkOGENE. 



Etant donnee une masse quelcoiique, limitee en tout sens, fonnant un 
tout contiriu ou composee de plusieurs parties söparees, et ayant en chacun de 
ses points une densite finie, si Ton fait la somine de tous les elements de cette 
masse, divisös chacun par sa distance ä un point quelconque m, on aura ce que 
les geometres sont convenus d'appeler le potentiel de la masse par rapport ä ce 
point. On sait que l'intögrale triple ainsi d^finie, qui est toujours une fonction 
d^tei-minee des coordonn^es rectangulaires x, y, z du point m, jouit d'un grand 
nombre de propriötes importantee dont je ne rappellerai ici que Celles sur les- 
quelles porte la remarque qui fait Tobjet de cette note, 

1) Lc potentiel w et ses coefficients differentiels du premier ordre: 

dv dv dv 

dx ^ dy ' dz ' 
qu! expriment les composantes de l'attraction exercee par la masse au point m, 
sont des fonctions iinies et continues de x, y, z dans toute l'etendue de l'espace. 

2) H existe toujours des limites determin^es que les produits: 

^ dv ^ dv ^ dv 
XV, yv, SV, ^-Q^, y-Q^^ ^ -Q^ 

ne sauraient depasser en aueun point de l'espace. 

3) Si l'on fait abstraction des points partieuliers autour desquels la den- 
site varie d'une maniere brusque, chacune des trois döriv^es: 

d'v d'v d'v 

öas'^ ' dy' ' dz^ 

aura toujours une valeur finie et unique, et ces valeurs simultanees seront 

2' 
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12 SUa UN MOYEN GENERAL DE VÄRIFIER L'EXPRESSION DU FOTENTIEL 

telles qiie: 

, , öh, 3'v ö'v 

■^ da;' dy' dz' ^ 

(j d^signant la densite au point (x, y, £), que l'oii devra consid^rer comme 
nulle lorsque ce point se trouve en dehors de la masse. Poui- les points que 
nous venons d'excepter et qui seront toujours situös sur certaines surfaces, parmi 
lesquelles se trouveront aussi comprises Celles qui sei-vent de limite k la masse 
ou du moins les parties de ees dernieres oü la densite n'est pas nulle, les fonctions: 

dH d'v e^ 

die'' ' dy^ ' ds' 
auront gen^ralement chaeune deux valeui-s distinctes, mais toujours finies, qui 
pour la premiere, par exemple, seront les deux limites du rapport: 

, dv 



qui r^pondent ä une valeur infiniment petite de Jx, positive ou negative. De 
la combinaison de ees doubles valeurs resulteront en general pour le trinöme (a) 
huit valeurs differentes qu'il n'est pas n^cessaire de eonsiderer; ii snffit pont' 
notre objet de savoir qu'elles sont toutes finies. 

Voici maintenant la remarque trfes simple a laquelle les proprietes que 
nous venons d'enoncer, donnent lieu et qui n'avait pas encore ^te faite, que je 
Sache. C'est que ees propri^t^s caractörisent completement le potentiel w. et 
qu'il n'existe aucuue autre fonction v' qui jouisse de toutes ees propriötes r^unies. 

Pour le prouver, admettons que le eontraire ait Heu, et voyons ce qui 
en resultera pour la diff^rence v'—v = u. D'apr^s la nature des proprietes dont 
il s'agit, il est evident que la nouvelle fonction u satisfera encore aux condi- 
tions (1) et (2), tandis que l'equation (a) sera remplac^e par celle-ci: 

e^ ö^ _av 

ö.-c^ ^ dy' ^ dz^ 

11 faut toutefois excepter les points mentionnes plus baut; nous savons seule- 
ment qu'a de tels points repondent des valeurs finies du trinöme. Ces valeurs 
finies — inconnues pour le moment, inais qui sont effectivement toutes Egales 
ä zero, puisque nous allons voir qu'on a w = — n'ayant lieu que le long de 
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certaines surfaces, sei-ont sans aucime influence siir le resultat d'une triple Inte- 
gration, et nous aurons rigoureusement: 

5V dh 



///» 



Sn' ^ df ^ dz' 



ibdydz = 0, 



]es limites i^tant queleonques. Etendons chacune des trois integrations depuis 
— a jiisqu'ä +a, et considerons en particulier l'int^grale du premier terrae. Si 
iious commenpons par 1' Operation relative p, X, Tintegration par parties donnera: 






les indices ajoutes au premier terme indiquant qu'il faut prendre la differencc 
des deux valeurs qui repondent ä -Hö et k ■ — a. C'est en effet k. cette seule 
diflförence que se r^duisent les termes que l'int^gration par parties produit en 
dehors du signe, m-^— etant une fonction eontlnue de x. En operant d'une 
maniere analogue sur les deux autres integrales, 11 viendra: 

En vertu des conditions (2), la fonction de y et z, qui se trouve sous 
le signe dans la preinifere integi'ale double, sera dans toute l'etendue de cette 
integrale numeriquement moindre que —3-, k ne dependant pas de ci; Tintögrale 
est donc inferieure ä —~, et s'evanouit poiir « = 00. La meine chose ayant 
lieu relativement aux deux autres, il s'ensuit que l'integrale triple, prise entre 
des limites infinies, est pareillement nulle. Or, la fonction soiimise a la triple 
Integration, ^tant continue et ne pouvant jamais devenir negative, on conelut 
qu'elle est identiquement nulle, et par suite que u a une valeur constante, qui 
ne saiirait 6tre que z6ro, m devant s'^vanouir a Tinfini, ce qu'il s'agiasait de 
faire voir. 

Le resultat que nous venons d'obtenir, fournit uu moyen gen^ral de v6- 
rifier l'expression du potentiel, lorsque ce potentiel est donnö dans toute l'etendue 
de Fespace, II suffira pour cela de s'assurer que Texpression donn^e satisfait 
är toutes les conditions enumerees plus haut. 
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L'application de ce procede aux fonnules connues qui se i-apportent a 
an ellipsolfde homogene, offre peut-etre le moyen le plus expeditif d'etablir les 
theoremes relatifs ä cette question celebre, si toutefois il ne s'agit que d'une 
simple verification et si Ton n'a pas en vue une möthode qui conduise nata- 
rellement aux resultats siipposes inconnus, en m#me temps qu'elle les demoiitre. 

L'eqHation de Teüipsoide etant: 

4+4+4 = 1, 

le trinöme qui en forme le premier membre, aera inferieur ou superieur a l'unite, 
Selon que le point {x, y, z) sera interienr ou exterieur ä Tellipsoide. Dans le 
second cas, lY-quation: 

a une racine positive unique o, qui varie d'une maniei-e continue avec les va- 
riables X, y et z. On le voit en remarquant que les derivees: 

da d<f dff 
"äi"' ~df- ~W 

donnees par les equations: 



C*) 



, da __ 2x dff 2i/ . da 






ont des valeurs toujours finies. Cela pose, si nous faisons pouv abreger: 



ii s'agira de prouver qa'on a: 

, = „r(i~-— ^ -''--\± 

J \ a'+t ß'+i r'+s ) D ' 



. „r(i - ^ £^\ & 
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Selon que le point (!C,y,z) se trouve dans l'interieur ou en dehors de la r 
dont la density est supposöe egale ä l'unit^. La difFerentiation donne: 



6w J (a'- 



..)£• 



- J (o-+.)ö ' 



le tevme provenant de la variabilite de la limite ö dans le second cas, s'eva- 
nouissant en vertu de J'eqiiation dont a est racine. II est manifeste que les 
premi^res expressions de v et de x— et les expressions analogues pour -3— , -^ 
varient d'une maniei'e continue avec les coordonn^es x, y, z. et qu'il en est de 
inöme de Celles qui röpondent ä un point exterieiir; et Ton voit ögalement que 
la continuit^ n'est pas non plus rompue ä la surface oti Ton a c = Ü, ee qui 
fait coi'neider les expressions correspondantes. 

Les conditions (2) ont övidemment lieu pour un point interieur, et sont 
dejä coraprises pour ce cas dans les conditions (1), Pour les v^rifier en dehors de 
l'ellipso!fde, soit X le plus petit des demi-axes «, ß, y; on aura övidemment, en 
observant que le facteur de -jr dans la seconde expression de v est moindre que 
l'unit^, et en n'ayant egard qu'aux valeurs numeriques: 
2naßY J_ dv JnaßY 

Comme d'un autre c6t6, l'öquation en g donne, abstraction falte du signe, 
:c<:r (ß^-+-ö)ä, on en conclut: 

in^galites dont les seconds membres restent finis, lorsque a croät depuis zero 
jusqu'ä I'infini. 

aux derivöes du second ordre. On ü'ouve: 
3'. 






s'v 3ra a« 



-/^.5öi-. 
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16 SüR CK MOYEN GKNERAL DE VEßlFIEli L'EXPRESSION OD POTENTIEL. 

A designant la valeur de Fj qui repond ä s = ff. Ces expressions sout encore 
finies et determinees, raais ne coincident plus ä la surface. Si nous ajoutons 
maintenant a cliacune de ces equations les deux equations analogues, et que 
nous observions qu'on a indefiniment : 



/( 



-^.^-^^^ 



' /) D 



'iendra 


se' 


Ion 


les 


deux 


cas: 
d'v 
dl' 


-h 


IJ^- 


d'v 


—in. 






S'o 


+ 


3'» 


- + 




4, 


2x 


3a 


ß'+a 




1z 
f+a 


Ba 


8a:' 


['-Hl 


' 8z 



La premiere de ces deax equations s'accorde d^jä avec la condition (d), et 
pour s'aseurer qu'il en est de möme de la seconde, il suffira de faire la somme 
des trois öquations (6), miiltipliees chacune pai- son second membre, et de sup- 
primer ensuite le facteur commun l, eviderament diflKrent de z^ro. On recon- 
nait ainsi que le second membi-e de la demiere equation s'^vanouit, comme 
cela doit ötre pour un point exterteur, 

Nous avons suppose jusqu'ä präsent que la masse dornige pr^sentait trois 
dimensions; lorsque cette masse n'en aura que deux et sera distribuee sur une 
ou sur plusieurs surfaces, le mode de verification que nous venons d'exposer, 
devra subir certaines modifications qui resultent toutefois trop simplement des 
th6oremes connus qui se rapportent a ce cas, pour qu'il soit n^cessaire d'entrer 
dans de nouveaux details ä cet egard.^) 
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ÜBEB 

DIE CHARAKTERISTISCHEN EIGENSCHAFTEN DES POTENTIALS 

EINER AUF EINER ODER MEHREREN ENDLICHEN FLÄCHEN 

VERTHEILTEN MASSE. 

Wie schon in einer früheren Abhandlung') bemerkt worden, lässt sieh 
die dort l'ür den Fall einer nach drei Dimensionen ausgedehnten Masse ent- 
wickelte Methode auch auf die eben erwähnte Frage anwenden und ergiebt, 
dass für eine auf Flächen vertheilte Masse die charakteristischen Eigenschaften 
des Potentials, d. h. diejenigen, welche den Ausdruck desselben vollständig be- 
stimmen, die folgenden sind: 

1) Das Potential v ist für den ganzen Raum eine endliche und stetige Func- 
tion der rechtwinkligen Coordinaten x, y, z. 

2) Die drei nach den Coordinaten genommenen partiellen Differentialquo- 
tienten des Potentials sind ebenfalls überall ausserhalb der Flächen stetig; 
für einen auf diesen liegenden Punkt hingegen findet eine Unterbrechung 
der Stetigkeit statt, welche darin besteht, dass, wenn man das Potential 
für einen solchen und die auf der Normale nach beiden Seiten in der 
Entfernung *■ liegenden Punkte mit v, v', v" bezeichnet, der Quotient 

^- für ein unendlich kleines positives s den Ausdruck — inp zur 

Grenze hat, wo p die im Punkte der Fläche stattfindende Dichtigkeit 
bedeutet. 

3) Ueberall ausserhalb der Flächen gilt die Gleichung: 

dat^ dy^ dz' 

4) In unendlicher Entfernung von den Flächen sind dieselben Bedingungen 
wie für eine nach drei Dimensionen ausgedehnte Masse erfüllt. 

i3, Seite 80. ') 
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20 Ober das Potential einer auf flächen vebtheilten masse. 

Ausser dem Nutzen, den der Beweis, dass die eben angeführten Eigen- 
schaften das Potential vollständig charakterisiren, gewähren kann, um den irgend- 
woher bekannten Ausdruck des Potentials zu verificiren, bietet derselbe noch 
ein anderes wesentlicheres Interesse dar. Es geht nämlich daraus hervor, dass 
der -wichtige von Gauss aufgestellte Satz, nach welchem immer eine Masse so 
auf gegebenen Flächen vertheilt werden kann, dass das dieser Vertheilung ent- 
sprechende Potential in jedem Punkte der Flächen einen beliebig gegebeneu, 
nach der Stetigkeit sich ändernden Werth erhalte, ganz identisch mit der Aus- 
sage ist, dass in einer den ganzen Raum erfüllenden homogenen Ma^se, wenn 
nur ursprünglich in unendlicher Entfernung verschwindende Temperaturen statt- 
finden, sich immer unter dem Einflüsse von constanten auf Flächen vertheilten 
"Wärmequellen nach unendlicher Zeit überall eine feste Temperatur einstellen 
wird. Die Identität beider Sätze und die dadurch begründete neue Beziehung 
zwischen zwei schon so grosse Verwandtschaft darbietenden Zweigen der ma- 
thematischen Physik erhellt augenblicklich aus dem oben Gesagten, indem die 
bekannten Bedingungen, welche den permanenten Wärmezustand bestimmen, ganz 
mit denen zusammenfallen, wodurch das der verlangten Massen vertheilung ent- 
sprechende Potential charakterisirt wird. 



y Google 



ÜBER DIE REDUCTION 

DER POSITIVEN QUADRATISCHEN FORMEN 

MIT DREI UNBESTIMMTEN GANZEN ZAHLEN. 



G. LEJEUNE DIRICHLET. 



Bericht Aber die Verhandlungen der KÖnigl. Preuss. Akademie der Wissenschaften. Jahrg. 1848, S. 285 — 288. 



y Google 



y Google 



ÜBER 

DIE EEDUCTION DEE POSITIVEN ÜÜADEATISCHEN FOEMEN 

MIT DEEI UNBESTIMMTEN GANZEN ZAHLEN. 



Bekanntlich hat Lagrange zuerst gezeigt, dass jede binäre quadratische 
Form redueirt werden d. h. in eine andere verwandelt werden kann, deren Co- 
efficienten gewisse Ungleichheitsbedingungen erfüllen, und hat zugleich nachge- 
wiesen, dass in jeder Olasse positiver Formen immer nur eine einzige solche Form 
existirt, so dass für diesen Fall die verschiedenen einer gegebenen Determinante 
entsprechenden reducirten Formen als die Repräsentanten der verschiedenen 
Classen dienen können. Nachdem später in den Disquisitiones arithmeticae die 
ternären Formen aus einem allgemeinen Gesichtspunkt betrachtet worden waren, 
wurde es für die weitere Ausbildung dieser Theorie erforderlich, die von Lagbange 
ausgeführte Untersuchung auf die positiven Formen dieser Art auszudehnen, d. h. 
solche Ungleichheitsbedingungen zwischen den Coefficienten aufzufinden, dass 
dieselben in jeder Classe von einer und nur von einer Fonn erfüllt werden. 
Diese mit grossen Schwierigkeiten verbundene Erweiterung ist von Seeber in 
einem speciell den positiven ternären Formen gewidmeten Werke geleistet worden, 
dessen Hauptinhalt sie ausmacht. Die grosse Complication der von Seeber 
befolgten Methode liess einen einfacheren zu denselben Resultaten führenden 
Weg wünschenswerth erscheinen, der jedoch erst nach manchen fruchtlosen 
Versuchen hat aufgefunden werden können. 

Zu leichterer Bezeichnung dieses neuen Verfahrens von überraschender 
Einfachheit wird es zweckmässig sein, die Sache in ein geometi-isches Gewand 
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ZU kleiden, indem wir dabei die interessante geometrische Construction benutzen, 
durch welche GrAUSS in einem kleinen Aufsatz, worin er das SsEBERsche Werk 
bespricht*), die Haupteigenschaften der positiven binären und ternären Formen 
darstellt. Nach dieser geometrischen Darstellung enispricht jeder positiven ter- 
nären Form ein unendliches System parallel epipedisch geordneter Punkte, und 
die verschiedenen Unterformationen der Form sind nichts Anderes als verän- 
derte Anordnungen desselben Systems, nach einem andern Eleraentarparallel- 
epipedon. In dieser Sprache ausgedrückt, bestehen die SEEEEEÄchen Resultate 
wesentlich in Folgendem. 

1. Jedes System parallelepipedisch geordneter Punkte lässt sich immer so 
abtheilen, dass bei dem entsprechenden Elementarparallel epipedon weder 
die Seiten der Flächen grösser sind als die Diagonalen derselben, noch 
die Kanten des Parallelepipedons grösser als die Diagonalen des Parallel- 
epipedons. 

2. Eine solche Anordnung kann bei einem gegebenen System im Allgemeinen 
nur auf eine Weise bewerksteUigt werden. 

Von der Richtigkeit des ersten dieser Sät^e überzeugt man sich leicht 
durch folgende höchst einfache Betrachtung. 

Es sei (0) ein beliebiger Punkt des Systems. Die übrigen Punkte desselben 
liegen offenbar immer paarweise in gleicher Entfernung und entgegengesetzter Rich- 
tung von (0), Es sei (1) einer der Punkte des Paares, für welche die Entfernung 
von (0) kleiner ist als für jedes andere Paar. Findet dieselbe kleinste Entfernung 
für mehrere Paare statt, so wähle man (1) nach Belieben in irgend einem derselben. 
Legt man jetzt durch die Gerade (Ol) und h-gend einen Punkt des Systems ausser- 
halb derselben eine unendliche Ebene, so werden alle in diese Ebene fallenden 
Punkte ein parallelogi-ammatisches System bilden. In einer der beiden nächsten 
Parallellinien dieses Systems nehme man den am nächsten bei (0) liegenden Punkt, 
oder nach Belieben einen derselben, falls dieselbe kürzeste Entfernung für zwei 
Punkte dieser Linie stattfindet. Unter allen Ebenen, welche auf die angegebene 
Weise durch (Ol) gelegt werden können, wird diese kürzeste Entfernung bei 
einer oder bei einigen kleiner sein als bei allen übrigen. Diese Ebene, oder eine 
derselben, wenn dieselbe kürzeste Entfernung mehreren gemeinsam sein sollte, 
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und den Punkt in ihr, den wir mit (2) bezeichnen wollen, halte man fest. Man 
hat dann offenbar: 

(02) £(01), 
und eben so leicht sieht man, dass in dem durch die Seiten (Ol) und (02) be- 
stimmten Parallelogramm die beiden Diagonalen nicht kleiner als diese Seiten 
sind. Nachdem auf diese Weise die Ebene (012) fixirt worden, bemerke man, 
dass das gesammte Punfctensystem in der Ebene (012) und anderen mit dieser 
parallelen und untereinander aequidistanten Ebenen liegt. Nun nehme man in 
einer der beiden der Ebene (012) benachbarten Ebenen den bei (0) nächsten 
Punkt, oder einen der nächsten, wenn dieselbe kürzeste Entfernung bei meh- 
reren stattfinden sollte. Nennt man diesen Punkt (S), so hat man offenbar: 

(03)5(02), 
und das durch die Kanten (Ol), (02) und (03) bestimmte Grundparallelepipe- 
don wird die verlangten Eigenschaften haben. 

Nach dem, was oben Über das Parallelogramm mit den Seiten (Ol) und 
(02) bemerkt worden ist, haben wir noch zu zeigen, dass sowohl bei den Pa- 
rallelogrammen (013), (023) als bei dem Parallelepipedon die Seiten und Kanten 
nicht grösser als die Diagonalen sind. Dies kommt wegen der zwei Ungleich- 
heiten: 

(03) i (02) > (Ol) 

offenbar darauf hinaus, nachzuweisen, dass (03) weder grösser ist als eine der 
4 Diagonalen der genannten Parallelogramme, noch grösser als eine der 4 Dia- 
gonalen des Parallelepipedons. Nun fallen aber offenbar diese 8 Diagonalen 
der Länge nach mit den 8 Geraden zusammen, welche von (0) nach den 8 Pa- 
rallelogramm-Ecken gezogen werden können, die in der mit (012) parallelen, 
durch (3) gehenden Ebene um (3) herum liegen. Dass aber von diesen 8 Ver- 
bindungslinien keine kleiner als (03) ist, folgt unmittelbar aus der Bedingung, 
nach welcher der Punkt (3) gewählt worden. 

Sind bei der eben angedeuteten Construction (1), (2) und (3) völlig be- 
stimmte Punkte (von der immer stattfindenden Möglichkeit abgesehen, dass 
man fiir jeden derselben auch den Punkt nehmen kann, welcher in Bezug auf 
(0) in gleicher Entfernung und entgegengesetzter Richtung liegt), so werden die 
Kanten (Ol), (02) und (03) des erhaltenen Grundparallelepipedons ungleich und 
die Diagonalen wirklich grösser als die Seiten und Kanten sein, von denen sie 
im Allgemeinen nicht übertroffen werden sollen. Für diesen Fall beweist man 

G. Lejeune llirichlet's Werlie. IL 4 
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dann leicht, dass dem System nur dieses einzige Elementarparallelepipedon mit 
den verlangten Eigenschaften entspricht. 

Etwas anders gestaltet sich die Sache, wenn bei unserer Construction 
zwischen verschiedenen nicht entgegengesetzten Lagen für die Punkte (1), (2) 
und (3) gewählt werden kann; in solchen singulären Fällen können für das 
System mehrere nicht congruente Grundparallelepipeda existiren, welche die 
verlangten Eigenschaften besitzen. Alle diese Parallelepipeda lassen sich jedoch 
ohne Schwierigkeit vollständig aufzählen, und man kann immer eines derselben 
durch gewisse Nebenbedingungen von den übrigen trennen, so dass durch das 
Hinzutreten dieser secundären Bedingungen der Satz, dass jede Classe nur eine 
reducirte Form enthält, seine Gültigkeit nicht verliert. Etwas Ähnliches findet 
bekanntlich auch schon in der Theorie der positiven binären Formen statt, wo 
man in zwei besondern Fällen für den mittleren Coefficienten ein bestimmtes 
Zeichen vorschreiben muss, wenn man in jeder Classe nur eine reducirte Form 
behalten will. 
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ÜBEK 

DIE KEDUCTION DER POSITIVEN aUABKATISCHEN FOBMEN 

MIT BEEI UNBESTIMMTEN GANZEN ZAHLEN. 

[Vorgetragen in der Sitzung der physikalisch -mathematischen Classe der Akademie 
am 31. Juli 1848*).] 

Bekanntlich hat Lageangb zuerst gezeigt, dass jede binäre quadratische 
Form reducirt, d. h. in eine andere äquivalente verwandelt werden kann, deren 
Goefficienten gewisse Ungleichheitsbedingungen erfüllen, und zugleich nachge- 
wiesen, dass in jeder Classe positiver Formen immer nur eine einzige solche 
Form existirt, so dass für diesen Fall die verschiedenen, einer gegebenen Deter- 
minante entsprechenden reducirten Formen als die Eepräsentanten der verschie- 
denen Classen dienen können. Nachdem später in den „Disqiäsitiones arith- 
meticae" die temären Formen aus einem allgemeinen Gesichtspunkt betrachtet 
worden waren, wurde es für die weitere Ausbildung dieser Theorie erforderlich, 
die von Lagrange für die positiven binären Formen ausgeführte Untersuchung 
auf die ternären derselben Art auszudehnen, d, h. solche Ungleichheitsbedin- 
gungen zwischen den Goefficienten aufzufinden, dass dieselben in jeder Classe 
von einer und nur von einer Form erfüllt werden. 

Diese mit grossen Schwierigkeiten verbundene Erweiterung ist von Seebkr 
in einem speciell den positiven ternären Formen gewidmeten Werke geleistet 
worden, dessen Hauptinhalt sie ausmacht und welches Gauss in einer höchst 

*)V i. Älfndlgtt t A gmM tb htl Akademie gegeben worden, 

wnlP |! Eh« dEIt iptnl Formen, die Betrachtung- 

M dftIdB i tdbIS hen EesuÜate nach diesem 
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interessanten Anzeige') wie folgt charakterisirt : 

„Dem Geiste der Gründlichkeit, womit diese Gegenstände**) 
durchgeführt sind, müssen wir volle Gerechtigkeit widerfahren lassen, 
und wenn wir es dabei bedauern müssen, dass damit eine grosse und 
vielleicht manchen abschreckende Weitläuftigkeit verbunden gewesen 
ist, da die Auflösung des Problems 41 Seiten und der Beweis des 
Theorems 9 1 Seiten einnimmt, so wollen wir dies doch keineswegs als 
einen Tadel angesehen wissen. Wenn ein schwieriges Problem oder 
Theorem aufzulösen oder zu beweisen vorliegt, so ist allezeit der erste 
und mit gebührendem Danke zu erkennende Schritt, dass Überhaupt 
eine Auflösung oder ein Beweis gefunden werde, und die Frage, ob 
dies nicht auf eine leichtere und einfachere Art hätte geschehen können, 
bleibt so lange eine müssige, als die Möglichkeit nicht zugleich durch 
die That entschieden wird. Wir halten es daher für unzeitig, hier 
bei dieser Frage zu verweilen," 
Die grosse Complication der SEEBEßschen Methode hat mich schon vor 
längerer Zeit zu dem Versuche gereizt, die Theorie der reducirten ternären 
Formen auf eine einfachere Weise zu begründen. Indem ich jetzt der Olasse 
das Resultat meiner dahin gerichteten Bemühungen mitzutheUen mir erlaube, 
glaube ich im Interesse der Kürze und, wenn ich so sagen darf, der Durch- 
sichtigkeit der Darstellung, die geometrische Form beibehalten zu müssen, worin 
ich die Untersuchung geführt habe, der Ich die merkwürdigen Beziehungen zu 
Grunde gelegt habe, welche zwischen den quadratischen Formen mit zwei oder 
drei Elementen und gewissen räumlichen Gebilden stattfinden. Ich beginne mit 
der Attöfiihrung der schon von Gauss in der erwähnten Anzeige über diese 
Beziehungen gegebenen Andeutungen. 



§■!■ 

Die ternäre Form; 

(1) aa:'+bf-hcz'-i-'2a'ps-A-2b'j:z-\-2c'^y = <f, 

in welchei \\u x y, z als Listes, zweites, drittes Element betrachten, heisst 

*) Grelles Tiurnal Band 20 pag. 312. '} 

") Die Auflösung iler Äutgilie nämlich, in jeder Classe eine reducirte Form zu finden, und der 
Beweis, dass es in jeder nur mnt. gi bt 
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positiv, wenn <p für reelle Werthe dieser Elemente nie negativ wird; in einer 
solchen Form sind die Coeffieienten : 

«, l, c 
immer positiv, während die Coefficientenverbindungen : 

(2) a'^—hc, b'^—ac, c"—ah, aa"+bb"'+c(^'~abc—2a'b'c' = ~D, 

deren letzte —D die Determinante der Form heisst, negativ sind*). Vermöge 
dieser Bedingungen giebt es immer drei durch die Gleichungen: 
a' b' v' 

COS/'. = — p:::- , COSM = — ;!=- , COST ;^ ^_ - 

ybc Vßc y^ 

völlig bestimmte spitze oder stumpfe Winkel X, fi, r, aus denen eine dreikantige 
Ecke gebildet werden kann, da die hierzu erforderliche Bedingung: 

cos^A+c08"|ii-l-cos'v — 2co8Acoa;Ucosr ■< 1 
mit Z) > zusammenfallt. Da jedoch mit denselben Winkeln X, ^, v zwei zu 
einander symmetrische Ecken gebildet werden können, so wollen wir überein- 
kommen, immer diejenige von diesen beiden Ecken zu wählen, bei welcher die 
Kanten, wie sie diesen Winkeln der Reihe nach gegenüber liegen, in Bezug auf eine 
vom Scheitel nach dem Innern der Ecke gerichtete und als nach oben gehend 
gedachte Gerade einander von der Rechten zur Linken folgen. Betrachten wir 
nun die drei Kanten als die positiven Axen eines Coordinatensystems, so können 
wir den ganzen unendlichen Raum auf unsere Form beziehen, indem wir die 
Producte x^a, y}fb, z'^c als die Goordinaten eines beliebigen Punktes desselben 
ansehen, und (p drückt dann das Quadrat der Entfernung dieses Punktes vom 
Scheitel aus, oder noch allgemeiner das Quadrat der Entfernung zweier Punkte, 
deren gleichnamige Goordinaten jene Producte zu Differenzen haben. 

Bildet man jetzt mit drei neuen unbestimmten Elementen x', y', z' die 
linearen Ausdrücke: 

(3) a; = ax'-i'ßy'-i'Yz', y = a'x'-{-ß'y'-\-y's', z = a"ai'-^ß"y'-\-Y" z', 

wobei nur die eine Beschränkung stattfinden soll, dass die aus den 9 Coeffieienten 
«, ß, y, a', ß', y, a'\ ß", y" gebildete Determinante: 

(4) a§'f-^ßy'(^'-^ya'ß"—rß'a"—ay'ß"—ßa'y" = E 

nicht Null ist, so geht <p in eine neue Form (p' über, in Bezug auf welche alles 

*) Disquisitioues arithineticae, art. '21\. 
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Entsprechende mit den accentuirten Buchstaben bezeichnet werden soll'}- Lässt 
man der neuen Form wieder einen unendlichen Raum entsprechen, so sind da- 
durch zwei unendliche Räume Punkt für Punkt auf einander bezogen, indem 
je zwei Punkte einander entsprechen, wenn in den Ausdrücken ihrer Coordinaten: 

^Vä, yyb, zYF; ^'V^, y-yv, ^-y/ 

die Elemente x, y, z und a;', ij , z' durch die Gleichungen (3) mit einander ver- 
bunden sind. Sind die eben geschriebenen Ausdrücke die Coordinatendifferenzen 
für zwei Paare correspondirender Punkte, so finden offenbar noch dieselben Be- 
ziehungen zwischen x, y, ... statt, woraus nach Obigem und wegen (p ^ (p 
sogleich folgt, dass die Entfernung je zweier Punkte des einen Raumes der Ent-, 
fernung der entsprechenden des andern gleich ist. Die beiden punktweise auf 
einander bezogenen Räume sind also entweder congruent oder symmetrisch, 
d. h. sie lassen sich, indem die Anfangspunkte und 0' auf einander gelegt 
werden, in eine solche Lage bringen, dass entweder jeder Punkt auf seinen 
entsprechenden oder auf den Gegenpunkt des letzteren fällt, wenn wir zur 
Abkürzung zwei Punkte desselben Raumes, die vom Anfangspunkte aus in 
gleicher Entfernung und entgegengesetzter Richtung liegen, Gegenpunkte nennen. 
Um zu entscheiden, welcher von diesen beiden Fällen stattfindet, hat man in 
dem einen Räume vom Scheitel aus nach drei beliebigen Punkten Linien zu 
ziehen und dann zu untersuchen, ob die im andern von seinem Scheitel aus 
nach den entsprechenden Punkten gezogenen Geraden eine Übereinstimmende 
oder die entgegengesetzte Aufeinanderfolge darbieten. Nimmt man z. B. un 
zweiten Räume die nach den Punkten mit den Coordinaten: 

1/7, 0, 0; 0, yW, 0; 0, 0, ]/?" 
gezogenen, auf die positiven Axen des zweiten Raumes fallenden Linien, so folgen 
diese nach der oben getroffenen Uebereinkunft einander von der Rechten zur 
Linken. Für die entsprechenden Punkte im eisten Räume hat man die Co- 
ordinaten : 

a^[^, a'M^, «"V^; ßW^ ß'W. ß"W\ rW, /V^^ f^/^- 
Um auszumitteln, ob die nach diesen Punkten gerichteten Linien einander von 
der Rechten zur Linken, d, h. wie die Axen des ersten Raumes, oder in um- 
gekehrter Ordnung folgen, kann man sich des bekannten oder wenigstens aus 
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bekannten Eigenschatten leicht ableitbaren Satzes*) bedienen, nach welchem die 
nach den drei Punkten (§,t},S), {^',fi,'i'), (ß",n'\^") gezogenen Geraden die- 
selbe Aufeinanderfolge wie die Axen der §, jj, C oder die entgegengesetzte dar- 
bieten, je nachdem die aus den 9 Coordinaten gebildete Determinante, wenn 
man darin dem Gliede |*?'t" das positive Zeichen giebt, positiv oder negativ 
ist. Für unseren Fall wird diese Determinante EYa'b'c'; es findet also Gon- 
gruenz oder Symmetrie statt, je nachdem E positiv oder negativ ist. 

Bisher hatten die Elemente x, y, z beliebige Werthe. Lässt man sie 
jetzt nur noch ganze Zahlen bedeuten, so haben wir statt des ganzen Raumes 
ein unendliches System parallelepipedisch geordneter Punkte, d. h. ein Punkten- 
system, welches durch die Durchschnitte dreier Reihen paralleler äquidistanter 
Ebenen gebildet wird. Nehmen wh" nun noch an, dass auch die Substitutions- 
coefficienten a, ß, y^ • • • ga^nze Zahlen sind und E den WerÜi ± 1 hat, so wü'd 
jeder ganzzahligen Verbindung x, y, s eine ganzzahlige Verbindung x', y', z' 
und umgekehrt entsprechen. Die so auf einander bezogenen parallelepipedischen 
Systeme können nach Obigem in solche Lage gebracht werden, dass das eine 
entweder mit dem anderen oder mit den Gegenpunkten des letzteren zusam- 
menfällt. Doch sind, da die Gegenpunkte der Punkte eines solchen Systems 
wieder dasselbe System bilden, die beiden Fälle nicht von einander verschieden, 
und dies erhellt auch aus dem Umstände, dass (p' ungeändert bleibt, wenn man 
a, ß, Y, . . . mit entgegengesetzten Zeichen nimmt, wodurch £ in — E i'iber- 
geht. Die beiden Systeme sind also immer congruent, und man sieht, dass 
Systeme, welche zwei äquivalenten ternären Formen <p und <p' entsprechen, das- 
selbe räumliche Gebilde in zwei verschiedenen Anordnungen sind. Umgekehrt 
entsprechen irgend zwei verschiedenen parallelepipedischen Anordnungen des- 
selben Systems äquivalente Formen. Nimmt man nämlich irgend einen Punkt 
des Systems zum gemeinschaftlichen Anfangspunkt, so hat man zwischen den 
auf die beiden Axensysteme bezüglichen Coordinaten und also auch zwischen 
den ihnen proportionalen Elementen x, y, z, x', y', z' lineare Gleichungen ohne 
constantes Glied, d. h. Gleichungen von der Form (3), und da nach unserer 
Voraussetzung, wenn a;, y, z ganze Zahlen sind, auch a;', y\ z' dieselbe Eigen- 
schaft haben müssen und umgekehrt, so folgt, dass a, ß, y, ... ebenfalls ganze 



*) Disquisitiones geiierales ciica i 

') Gauss' Werke, Bd, IV, S.32L 

G. Lejeiine Dirichlet's Werke. IL 
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Zahlen sind und dass £=dzl ist. Andererseits hat man ftlr zusammengehö- 
rige ganze Werthe der Elemente die Gleiclinng (p = tp\ welche daher auch 
identisch stattfindet, w, z. b. w. 

Aehnliche Beziehungen finden zwischen einer positiven binären Form: 
Z i»^ -H 2 »«. icy -}- M 1/ ^ 
und einem System parallelogrammatisch geordneter Punkte statt. Nimmt man 
hier zwei unter dem durch die Gleichung m = Vln cos Ö bestimmten Winkel ö 
gegen einander geneigte Axen, indem man bei der Unterscheidung dieser Axen 
immer gleichförmig verfährt und z. B. die zweite links von der ersten wählt, 
nachdem eine bestimmte Seite der Ebene als die obere bezeichnet worden, und 
betrachtet x^fl, y}fn als Coordinaten, so erhält man ein durch die quadratische 
Form völlig bestimmtes System von Punkten, welche als die Durchschnitte von 
zwei Reihen äquidistanter Parallellinien betrachtet werden können. Findet 
dann zwischen zwei Formen die sogenannte eigentliche Aequivalenz statt, so 
dass ad — ßy in den Substitutionsgleichungen x^ax'-\-ßy', y = yx'^Sy' der 
positiven Einheit gleich ist, so lassen sich die entsprechenden Systeme durch 
Bewegung in der Ebene zum Coineidlren bringen, während im anderen Falle, wo 
aS — ßy = — 1 ist, allgemein zu reden, eines der Systeme zu diesem Zwecke 
umgelegt w^erden mass. 

§■2. 

Nachdem wir im Vorhergehenden den Zusammenhang zwischen den qua- 
dratischen Formen und gewissen geometrischen Gebilden festgestellt haben, sind 
einige weitere Eigenschaften dieser Gebilde zu entwickeln, wobei wir zur Ab- 
kürzung ein System parallelogrammatisch oder parallelepipedisch geordneter 
Punkte ein System zweiter oder dritter Ordnung, und eine unendliche Reihe 
äquidistanter Punkte in gerader Linie ein System erster Ordnung nennen werden. 

Der gemeinsame Charakter aller drei Gattungen von Systemen besteht 
offenbar darin, dass, wenn ein solches System durch eine Bewegung ohne Dre- 
hung, die wir eine Verschiebung nennen wollen, so in eine andere Lage ge- 
bracht wird, dass ein Punkt desselben In die anfänglich von einem anderen ein- 
genommene Stelle übergeht, dasselbe für alle Punkte stattfindet, so dass das 
System in seiner neuen Lage mit dem System in der ursprünglichen Lage voll- 
ständig coüncidirt. Es lässt sich leicht nachweisen, dass die eben besprochene 
Verschiebbarkeit alle drei Gattungen von Systemen vollständig charakterisirt. 
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und dass ein mit diesem Charakter begabtes System, wenn es in einer Geraden 
liegt und zwei Punkte enthält, wenn es in einer Ebene liegt und drei nicht 
in einer Geraden liegende Punkte enthält, so "wie endlich ein System, welches 
wenigstens vier nicht in einer Ebene befindHche Punkte enthält, respective ein 
System erster, zweiter oder dritter Ordnung sein wird. 

Hat man z. B. ein System von Punkten, die sämmtlich in derselben Ge- 
raden liegen, und sind a und d zwei benachbarte Punkte desselben, so wird 
durch eine Verschiebung, durch welche a nach «' gelangt, a', nach einem Punkte 
a" gelangen, welcher von d ebenso weit wie «' von a entfernt ist; der Punkt a" 
gehört daher ebenfalls zum System, und dasselbe hat keinen Punkt zwischen 
d und <(", da ein solcher vor der Bewegung zwischen a und d gewesen wäre. 
Da sich diese Betrachtung nach beiden Seiten ins Unbestimmte fortsetzen lässt, 
so ist die Behauptung bewiesen. 

Es seien jetzt in einem ebenen Systeme mit dem Charaktei- der Ver- 
schiebbarkeit zwei benachbarte Punkte « und fl', so dass in der Linie ad 
zwischen a und d kein Punkt des Systems sich befindet. Da durch die Ver- 
schiebung von a nach d die unendliche Gerade ad sich in sich selbst fort- 
bewegt, so folgt, dass sämmtliche Punkte des Systems in dieser Geraden ein 
System erster Ordnung . . ."daadd'. . . bilden. Da nun das System nach der 
Voraussetzung noch wenigstens einen Punkt ausserhalb dieser Geraden hat, so 
sei h einer der dieser Geraden nächsten Punkte. Tritt jetzt eine Verschiebung 
ein, durch welche a nach b gelangt, so geht das System erster Ordnung in die 
neue Lage . . ."b'bhb'b". . . über und gehört in dieser dem ureprünglichen Systeme. 
an; zugleich ist klar, dass weder zwischen den Punkten . , ."6, 'b, b, b', b", . . . 
noch zwischen den Geraden . . .'bbh'. . ,, . . .'aad. . . sich ein Punkt des Systems 
befinden kann. Schliesst man so fort, so sieht man, dass das gesammte System 
parallelogrammatisch angeordnet werden kann, und dass man adb'b zu einem 
Grundparallelogramm desselben wählen kann. Wir fügen noch hinzu, dass durch 
die angegebene Oonstruction offenbar alle parallelogrammatiscben Anordnungen, 
deren das System föhig ist, erhalten werden können. Es folgt dies daraus, dass 
die Wahl von d bis auf die offenbar nothwendige Beschränkung, dass zwischen 
a und d kein Punkt Hege, ganz beliebig ist, und dass dann b in der nächsten 
Parallellinie beliebig angenommen werden kann. 

Hat man endlich ein System mit dem Charakter der Verschiebbarkeit, 
welches wenigstens vier nicht in derselben Ebene liegende Punkte enthält, so 



y Google 



36 ÜBER DIE REDIJOTION DER PÜSIIIVEN QUADRATISCHEN l'ORMEN 

lege man durch irgend drei nicht in einer Geraden hegende Punkte desselben 
eine Ebene. Da durch jede parallel mit dieser Ebene bewirkte Verschiebung 
diese sich in sich selbst bewegt, so bilden nach dem Vorigen die in dieser be- 
findlichen Punkte ein System der zweiten Ordnung. Nachdem man dieses auf 
irgend eine Art parallelogrammatisch abgetheilt hat, nehme man einen der 
Übrigen Punkte des räumlichen Systems, welche der Ebene am nächsten liegen, 
und ertheile dem System eine Verschiebung, durch welche ein beliebiger Punkt 
in der Ebene nach dem schon ausserhalb derselben gewählten Punkte gelangt. 
Durch wiederholte Anwendung derselben und der dieser entgegengesetzten Be- 
wegung erhält man offenbar eine parallelepipedische Anordnung des gegebenen 
Systems, und zugleich ist klar, dass die angegebene Oonstruction die gehörige 
Allgemeinheit hat, da die Wahl der ersten Ebene, die Anordnung des Systems 
zweiter Ordnung in dieser und endlich die Wahl des Punktes in der nächsten 
Ebene nach Belieben geschehen kann. 

Zum Schlüsse dieses Paragraphen wollen wir noch zeigen, dass, wie man 
dasselbe System zweiter oder dritter Ordnung auch abtheile, das der jedes- 
maligen Abtheilung zu Grunde liegende Parallelogramm oder Parallelepipedon 
immer denselben Inhalt behält, was die geometrische Bedeutung des Satzes ist, 
dass äquivalente Formen gleiche Determinanten haben. Denkt man sich nämlich 
in der Ebene eines Systems zweiter Ordnung eine in sich zurückkehrende Linie, 
z. B. eine Kreislinie, bezeichnet mit z den von ihr eingeschlossenen Flächenraum 
und mit s die Anzahl der Punkte im Innern der Linie, wobei es gleichgültig 
ist, ob man die Punkte auf dem Umfang mitzählen will oder nicht, so hat offen- 
bar der Quotient — bei wachsendem Radius den Inhalt eines Grundparallelo- 
gramms zur Grenze, woraus, da s und z von der Art der Anordnung des Systems 
unabhängig sind, der Satz für Systeme zweiter Ordnung erhellt. Ganz auf die- 
selbe Weise folgt die Richtigkeit der Behauptung für räumliche Systeme. 



Wir wollen jetzt zeigen, dass ein System zweiter Ordnung sich immer 
nach einem Grundparallelogramm abtheilen lässt, dessen Seiten nicht grösser 
sind als seine Diagonalen. 

I. Es sei o ein beliebiger Punkt des Systems. Die übrigen Punkte des- 
selben liegen immer paarweise in gleicher Entfernung und entgegengesetzter Rieh- 
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tung von o. Es sei nun jj einer der Punkte des Paares, für welches die Ent- 
fernung von kleiner als für jedes andere 
Paar ist. Findet dieselbe kürzeste Entfer- 
nung für mehr als ein Paar statt, so wähle 
man p nach Belieben in einem derselben. 
Das gegebene System besteht aus einer, un- 
endlichen Anzahl unter einander congruenter 
und äquidistanter Systeme erster Ordnung, 
deren eines dasjenige ist, wozu o nnd jp ge- ' '^ 

hören. In einem der beiden diesem letzteren benachbarten nehme man den 
Punkt q, welcher o am nächsten ist, oder, falls dieselbe kürzeste Entfernung für 
zwei Punkte stattfinden sollte, einen derselben nach Belieben. Das so erhaltene 
Parallelogramm foqr hat die verlangten Eigenschaften, da nach der Construc- 
tion op ^ oq, oq ^ or, oq^os ^= pq. Ein Grundparallelogramm, welches 
diese Bedingungen erfüllt, soll fortan ein reducirtes heissen. 

IL Wir haben jetzt die Beziehungen zwischen einem solchen Parallelo- 
gi-amm und dem ebenen System, dem es angehört, festzustellen. Ist poqr ein 
reducirtes Parallelogramm, so können wir, ohne der Allgemeinheit zu schaden, 
den Winkel poq als nicht stumpf voraussetzen, da im entgegengesetzten Falle 
der Winkel bei o für das anliegende zu derselben Anordnung gehörige Parallelo- 
gramm ein spitzer ist, und ebenso können wir op^oq annehmen. Alsdann 
ist offenbar or^oq, und wir haben nur noch die Bedingung pq'^oq zu be- 
rücksichtigen. Dies vorausgesetzt und wenn wir zur Abkürzung op = V/, 
oq ^Vn setzen, so dass also l^n, läset sich die Beziehung unseres Parallelo- 
gramms zum gesammten Punktensystem dahin aussprechen, dass das Minimum der 
Entfernung irgend eines Punktes des Systems von o gleich YT ist, und dass, nach- 
dem man einen Punkt in dieser Entfernung gewählt, in allen noch übrigen Rich- 
tungen, d. h. ausserhalb der von o nach dem ersteren gezogenen Geraden, das 
zweite Minimum gleich Vn ist. Das eben Gesagte gilt ganz allgemein; was wir 
jetzt hinzufügen, dass nämlich das erste Minimum nur für den Punkt p (wenn 
wir von zwei Gegenpunkten immer nur einen erwähnen), das zweite nur für q 
stattfindet, gilt mit folgenden Ausnahmen; 

1". Ist op<Coq, oq := pq ^ OS, so findet das erste Minimum nur für p, 
das zweite für q und s statt. 
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2". Ist op = oq, oq <ip<l = os, so sind die Minima gleich, und man kann 

p und q mit einander vertauschen, 
3". Ist endlich op ^ oq = pq = os, so kann man einen der Punkte p, q. s 
als ersten Punkt und dann einen dei" übrigen als zweiten wählen. 
Um das eben Behauptete zu beweisen, haben wh- offenbai-, da Gegenpunkte 
immer gleich weit von o entfernt sind, nur zu zeigen, dass q näher bei o liegt, 
erstens als alle Übrigen Punkte in der Geraden sqr, mit Ausnahme des Pimktcs s, 
dessen Entfernung von o, nach der Voraussetzung gleich os = pq^oq ist, und 
zweitens als alle Punkte der folgenden Parallellinien. 

Da pq^ojj, pq^^oq und Winkel jjog nicht stumpf ist, so hat das 
Dreieck opq und also auch das mit ihm eongruente oqs keinen stumpfen Winkel; 
es feilt daher das von o auf ^s herabgelassene Pei'pendikel zwischen s und q (incl.), 
womit der erste Punkt erledigt ist. 
Setzt man: 

mspoa = -■-.^_- 

^ ^ yin 

wo also in nicht negativ ist, so hat man: 

pq = l — Sm+M ^oq ■= )j, 
und foiglicli: 

2™ :^ l 2m ^ n 4m' ^ In. 

Setzt man noch das Quadrat der Höhe unseres Parallelogranuns (pp = vi als 
Grundlinie betrachtet) gleich k, so erhält man für das Quadrat z/ seines Inhalts: 

J = lk = Ln—m^ > lln, 
und folglich: 

Hiernach ist schon die zweite Parallellinie wenigstens um VSu = o^VS ent- 
fernt, und es ist also auch der zweite Punkt bewiesen. 

in. Da die successiven Minima ']/l, Vn durch das System an sich und 
unabhängig von jeder bestimmten Anordnung desselben bestimmt sind imd 
andererseits, wie wir so eben gesehen haben, der Grösse nach mit den Seiten 
des reducirten Parallelogramms übereinstimmen, so sieht man, dass, wenn das 
System verschiedene Anordnungen dieser Art gestattet, die Seiten der reducii-ten 
Parallelogramme immer die Werthe VT und Vra behalten werden. Man wird 
daher nothwendig alle möglichen Grundparallelogranime erhalten, wenn man 
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von ö aus nach allen nächsten Punkten (immer mit Ausschluss der Gegenpunkte) 
Linien zieht und daim in einer der jedesmaligen nächsten Parallellinien den 
nächsten oder die beiden nächsten Punkte nimmt; und da nach dem so eben 
(II.) Bewiesenen dieser nächste oder diese nächsten Punkte näher bei o liegen 
als alle Punkte der folgenden Parallellinien, so kann man von der Bedingung 
absehen, dass die zweiten Punkte in der ersten Parallellinie zu nehmen sind. 
Es werden sich daher alle möglichen Anordnungen des Systems ergeben, wenn 
man o nach einander mit allen Punktenpaaren verbindet, filr welche die suc- 
cessiven Minima stattfinden, woraus mit Berücksichtigung von (II.) sogleich 
folgt, dass es im Allgemeinen und in dem zweiten der dort erwähnten singu- 
lären Fälle nur eine solche Anordnung, im ersten und dritten Ausnahmefalle 
dagegen resp, zwei und drei Anordnungen des Systems giebt. 

In unseren jetzigen Zeichen entsprechen die eben erwähnten singulären 
Fälle den Voraussetzungen 2m=;<n, 2m<Cl= n, 2m = ( = n. 



§.4. 
Wir haben bisher nur Eigenschaften der geometi-ischen Gebilde behandelt, 
welche als die constructive Repräsentation bekannter Sätze aus der Theorie der 
Formen anzusehen und schon in dem in der Einleitung angeführten Aufsatz an- 
gedeutet sind. Es ist jetzt noch eine Aufgabe anderer Art zu lösen, die Auf- 
gabe nämlich, wenn ein System zweiter Ordnung gegeben und ein bestimmter 
Punkt o desselben bezeichnet ist, den Theil der Ebene zu bestimmen, innerhalb 
dessen jeder Punkt näher bei o als bei irgend einem anderen Punkte des Systems 
liegt. Da die Bedingung, dass ein Punkt nicht weiter von o als von einem 
anderen v liege, darin besteht, dass der Punkt mit o auf derselben Seite des in 
der Mitte von ov errichteten Perpendikels sich befinde, so werden wir also o 
mit allen übrigen Punkten des Systems zu combiniren und das von allen ent- 
sprechenden Perpendikeln gebildete convexe Vieleck zu construiren haben. Aber 
von diesen Perpendikeln in unendlicher Anzahl kommt nur eine beschränkte An- 
zahl in Betracht, indem die übrigen das durch diese bestimmte Vieleck nicht 
treffen. Wir behalten alle obigen Annahmen bei, so dass also in dem reducirten 
Parallelogramm (poqr) op ^ oq, der Winkel poq nicht stumpf ist und opq, oqp 
spitz sind. Dies vorausgesetzt, ist leicht zu beweisen, dass man nur die sechs 
Eckpunkte p, q, s,p', q', s' der vier in o zusammenstossenden Parallelogramme zu 
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berückaichtigen hat, und dass selbst die s und s' entsprechenden Perpendikel die 
zu bildende Figux- in dem besonderen Falle, wenn ^05 ein Rechter ist, nur streifen, 
wo dann aber dasselbe von den r und r' entsprechenden Perpendikeln geschieht. 
Zieht man die Geraden pq, os, p'q', os', so erhält man die congruenten Dreiecke: 
2>oq, qos, sop', p'oq', q'os', s'op. 

Berücksichtigt man nur die Punkte p, q, s. p', q', s', so hat man in den Mitten 
der von o nach diesen gehenden Geraden Perpendikel zu errichten, d. h. die- 
selbe Construction zu machen, als wenn man für die genannten Dreiecke die 
Mittelpunkte der umgeschriebenen Kreise finden wollte. Da in den Dreiecken 
kein stumpfer Winkel vorkommt, so werden sich je zwei aufeinanderfolgende 
Perpendikel nicht ausserhalb des entsprechenden Dreiecks schneiden. Man er- 
hält so das Sechseck aßyci'ß'y' mit dem Mittelpunkt o und gleichen gegenüber- 
liegenden Winkeln und Seiten als den Raum, innerhalb dessen jeder Punkt 
weniger weit von entfernt ist, als von einem der Punkte p, q, s, p', q', s', 
und man überzeugt sich leicht, dass, mit Ausnahme von r und r\ die den übrigen 
Punkten entsprechenden Perpendikel unser Sechseck nicht treffen. Dies braucht, 
wegen der Symmeti-ie, nur für die Punkte in und über der Geraden po/V nach- 
gewiesen zu werden. Für die ei-steren ist es klar; für die letzteren wird es daraus 
erhellen, dass ihre Entfernung von o grösser ist als der Durchmesser des um das 
Sechseck beschriebenen Kreises. Nennt man das Quadrat seines Radius p, so ist: 

4qJ = ln(l — 2m-|-m), 
woraus wegen "im^l, 2m ^n, J'^^ln, folgt: 

Da nun für die Punkte der zweiten und der folgenden Parallellinien, wie schon 
bemerkt, das Quadrat ihrer Entfernung von wenigstens 3n beträgt, so bleiben 
bloss noch die Punkte in tsg?- ausser s, q, r zu beti-achten. Von allen diesen 
ist aber keiner näher bei als t, für den das Quadrat der Entfernung gleich 
4/— 4m + n ist, und dass dies grösser als 4^ ist, sieht man sogleich, wenn man 
mit J multiplicii't und dann die Ungleichheiten 2m^l^n berücksichtigt*). 
Was den Punkt r betrifft, so überzeugt man- sich auf dieselbe Weise, dass das 
Quadrat seiner Entfernung von gleich /+2m-f-ra>.4p ist, den einzigen Fall aus- 
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genommen, wo m ^ 0, in welchem das entsprechende Perpendikel streift. Es ist 
also bewiesen, dass jeder Punkt im Innern des Sechsecks aßya'ß'y', und nur 
ein solcher, dem Punkte o näher liegt als irgend einem anderen des Systems. 
Aaf jeder Seite wii'd die Entfernung von o der Entfernung von einem zweiten 
Punkte gleich, welcher z. B, für aß der Punkt q ist, und jeder Eckpunkt der 
Figur ist in gleicher Entfernung von o und noch zwei anderen Punkten des Sy- 
stems. Die letztere Aussage erleidet nur in dem besonderen Falle eine Modi- 
fication, wenn der Winkel foq ein rechter ist; alsdann fallen ß und y sowie 
ß' und y' zusammen, und das Sechseck wird zu einem Rechteck, dessen Ecken 
von o und noch drei anderen Punkten des Systems gleich weit entfernt sind. 

Es verstellt sich von selbst, dass man immer dasselbe Sechseck erhalten 
wird, welches reducirte Parallelogramm man auch in den singulären Fällen, wo 
mehr als eines existirt, der Oonstruction zu Grunde lege, so wie auch, dass die 
allen Punkten des Systems entsprechenden Sechsecke oder Vierecke congruent 
sind und die ganze Ebene desselben bedecken. 

"Wir bemerken noch, dass, wie man sieh leicht überzeugt, der Ausdruck: 
_ Injl-im+n) 
« - 40»-,.') 
abnimmt, wenn man darin, l und n eonstant voraussetzend, m von Nnli bis 
zu seiner Grenze \l wachsen lässt, so dass also: 

(1) e^iQ+n)^\n. 
Auch findet noch die folgende Ungleichheit statt; 

(2) 2^(n— e) > ln\ 

deren Richtigkeit sogleich erhellt, wenn man mit 2 multiplicirt, alles auf eine 
Seite bringt und dann J '^ ln--m^, AJ^^ln(l — 2m-l-n) einsetzt, wodurch 
sie in ln(l~'im) + ^mn(ii — l)~^(i übergeht. 

§■5- 

Wir kommen nun zu unserem eigentlichen Gegenstände und haben nach- 
zuweisen, dass sich jedes System dritter Ordnung nach einem Parallelepipedon 
anordnen lässt, dessen Flächen reducirte Parallelogramme sind, und dessen 
Kanten, von denen je vier einander gleich sind, seine Diagonalen nicht übertreffen, 

Nachdem man einen beliebigen Punkt (0) des Systems fixirt hat, wähle 
man in dem Paare von Gegenpunkten, für weiche die Entfernung von (0) 
G. Lejeune Diviohlet's Werke. I(. 6 



y Google 



42 ÜBER DIE REDüCTION DER POSITIVEN QUADRATISCHEN FORMEN 

ein Minimum ist, oder, wenn das Minimum der Entfernung für mehrere Paare 
stattfindet, nach Belieben in einem dieser Paare einen Punkt (1). Von ailen 
Punliten ausserhalb der Geraden (Ol) wähle man wieder einen der beiden 
nächsten (2), wobei wieder die "Wahl unter verschiedenen Paaren, für welche die- 
selbe kürzeste Entfernung stattfindet, nach Belieben geschehen kann. Da im 
ganzen System, mit Ausnahme der Punkte in (Ol), kein Punkt näher bei (0) 
liegt als (2), so gilt dasselbe auch von der Ebene (102), und för das in dieser 
enthaltene System ist (102) ein reducirtes Parallelogramm (§, 3, III.). Nimmt 
man nun in einer der beiden nächsten Parallelebenen den bei (0) nächsten Punkt 
oder, wenn das Minimum für mehr als einen stattfindet, einen der nächsten und 
verbindet (0) mit dem gewählten Punkt (3), so wird das Parallelepipedon mit 
den Kanten (Ol), (02), (03), wie leicht zu sehen, der Forderung genügen. Zu- 
nächst folgt aus der Construction: (Ol) ^ (02) ^ (03). Da für die Grundflächen 
des Parallelepipedon (als solche werden wir immer diejenigen einander gegen- 
überliegenden Flächen bezeichnen, in denen die beiden die dritte an Grösse nicht 
übertreffenden Kanten vorkommen, und die Benennung Seltenflächen auf die 
vier übrigen anwenden) schon bewiesen ist, dass sie reducirte sind, so haben wir 
vermöge der eben bemerkten doppelten Ungleichheit nur noch zu zeigen, dass 
die vier Diagonalen der Seitenflächen, so wie die vier Diagonalen des Körpers 
nicht kleiner als (03) sind. Nun stimmen aber die acht genannten Diagonalen, 
wie man sogleich sieht, der Grösse nach mit den acht Verbindungslinien überein, 
welche von (0) nach den in der Ebene der oberen Grundfläche um (3) herum- 
liegenden acht Punkten gezogen werden können, wenn wir so der Bequemlich- 
keit wegen die acht Eckpunkte der in (3) zusammenstossenden vier Parallelo- 
gramme bezeichnen. Dass aber von den genannten Verbindungslinien keine 
kleiner als (03) ist, folgt aus der Bedingung, nach welcher (3) gewählt worden ist. 

Nachdem wir uns überzeugt haben, dass ein System dritter Ordnung 
immer nach einem reducirten Parallelepipedon abgetheilt werden kann, haben 
wir nun die Beziehungen zwischen einem solchen und dem System festzustellen 
und namentlich die Entfernungen der Punkte des Systems von (0) mit einander 
zu vergleichen. Wir setzen (Ol) = Va, (02) = ]^, (03) = Vc und halten immer 
die Voraussetzung a^b^c fest. 

1". In der Ebene der Grundfläche finden die oben (§. 3, II.) bespro- 
chenen Verhältnisse statt, so dass also die successiven Minima der Entfernung 



y Google 



MIT DREI UNBESTIMMTEN GANZEN ZÄHLEX. 43 

der Grösse nach liier immer V«, Vi sind, wobei dann in den dort erwähnten 
singiilären Fällen eine Willkür in der "Wahl der Punkte stattfindet. 

2°. Betrachten wir jetzt die Punkte ausserhalb der Ebene der unteren 
Grundfläche und zwar zunächst die in der Ebene der oberen Grundfläche. Da 
nach der Voraussetzung, dass unser Parallelepipedon ein reducirtes ist, die 
Linie (03) nicht grösser ist als eine der von (0) nach den acht um (3) herum- 
liegenden Punkten gezogenen Geraden, so wird also der Fusspunkt des von (0) 
auf die Ebene der oberen Grundfläche herabgelassenen Perpendikels nicht weiter 
von (3) entfernt sein als von einem der genannten acht Punkte. Dieser Fusspunkt 
fällt also nicht ausserhalb des im vorigen Paragraphen construirten zu (3) ge- 
hörigen Sechsecks oder Vierecks. Von jenen acht Punkten kann ausnahmsweise, 
wenn der Fusspunkt auf eine Seite fällt, einer, oder es können, wenn der 
Fusspunkt mit einem Eckpunkt zusammenfällt, zwei (drei, wenn das Vieleck 
ein Rechteck wird,) dem Fusspunkt ebenso nahe liegen als der Punkt (3), wäh- 
rend alle übrigen Punkte der Ebene von demselben weiter entfernt sind. Es folgt 
daraus, dass die (Yc betragende) kürzeste Entfernung von (0) nach einem Punkte 
in der oberen Grundfläche im Allgemeinen nur für den Punkt (3) gilt, aber aus- 
nahmsweise noch für einen, zwei oder gar drei andere Punkte stattfinden kann. 

3". Für die Betrachtung der folgenden Parallelebenen haben wir eine 
Grenze für das Quadi-at h des schon erwähnten Perpendikels zu bestimmen. Da 
der Fusspunkt desselben nicht ausserhalb des zu (3) gehörigen Sechsecks fällt, 
so ist, wenn p das Quadrat des Radius des umgeschriebenen Kreises bezeichnet; 

h ^ c — Q- 
Nun ist aber auch nach §.4: p^-J-Ö^^c, folglich h^^c. Da mithin schon 
die zweite Parallelebene wenigstens um y¥c entfernt ist, so giebt es Über der 
oberen Grundfläche nur Punkte, deren Entfernung von (0) grösser als Yc ist. 

Fasst man das Gesagte zusammen, so sieht man, dass das Minimum der 
Entfernung für das ganze System den Werth Ya hat, dass, nachdem ein Punkt 
in dieser Entfernung gewählt ist, das Minimum in den noch übrigen Richtungen 
Yb beträgt, und dass endlich, nachdem auch der zweite Punkt fixirt worden, für 
alle Punkte ausserhalb der Ebene, welche durch (0) und die beiden ersten Punkte 
bestimmt wird, die kleinste Entfernung von (0) sich auf Yc reduciit. Sind aber 
auch die successiven Minima Yö, Yb, Yc der Grösse nach immer völlig bestimmt, 
so gilt dasselbe in örtlicher Beziehung nicht ohne einige leicht aufzuzählende 

6' 
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Ausnahmen. Ist z. B. a-^h, b<ic, so sind die beiden ersten Punkte in der 
unteren Grundfläche zu wählen, wobei die in §. 3, II. erwähnten singularen Fälle 
stattfinden können, während der dritte Punkt in der oberen Grundfläche liegt, 
dort im Allgemeinen eine bestimmte Lage hat, in singularen Fällen jedoch zwei, 
drei oder vier verschiedene Stellen einnehmen kann. Eben so leicht übersieht 
man, welche Varietäten in den beiden anderen Fällen, wo a<Z /> ^ c oder 
a = h ^ c ist, eintreten können. 

Da aus der Voraussetzung eines reducirten Parallelepipedon mit den 
Kanten V« ^ Vb^ ^/c die Längen dieser Konten sich als die successiven Mi- 
nima des Systems ergeben haben, so folgt sogleich, dass, wenn mehrere redu- 
cirte Parallelepipeda existiren , nach welchen das System angeordnet werden 
kann, diese hinsichtlich der Länge ihrer Kanten alle unter einander überein- 
stimmen werden, und es lässt sich auch leicht zeigen, dass drei von (0) nach 
Punkten des Systems gerichtete Linien von den Längen Vä. Yb, Vc, wenn sie 
nur nicht in einer Ebene liegen, immer die Kanten eines reducirten Parallel- 
epipedon sind. Es bedarf daau nur der einfachen schon in einem ähnlichen 
Falle (§. 3, in.) angewandten Betrachtung. Da hiernach sämmtliche reducirte 
Parallelepipeda des Systems erhalten werden, wenn man die successiven Minima 
auf alle möglichen Arten construirt, so erhellt, dass, wenn dies nur auf eine 
Weise geschehen kann (wohin wir auch den Fall rechnen, wo bei der Gleich- 
heit von zweien der Grössen Va, Vö, Vc, oder bei der Gleichheit von allen 
dreien, die drei Linien örtlich völlig bestimmt sind und nur eine Vertauschung 
zwischen zweien oder allen dreien stattfinden kann), das räumliche System nur 
eine Anordnung nach einem reducirten Parallelepipedon zulässt. In allen anderen 
Fällen giebt es mehrere solche Anordnungen, denen Parallelepipeda zu Grunde 
liegen, die entweder alle von einander verschieden oder zum Theil oder sogar 
alle unter einander congruent sein können. (Ähnlicher Weise waren in den zwei 
oben erwähnten singularen Fällen eines Systems zweiter Ordnung die den zwei 
oder drei verschiedenen Anordnungen zu Grunde liegenden reducirten Parallelo- 
gramme unter einander congruent.) 

Zur Entscheidung der Frage, ob ein System dritter Ordnung nur eine 
einzige oder mehr als eine Anordnung nach einem reducirten Parallelepipedon 
gestattet, wird es somit nur der Kenntniss einer einzigen Anordnung des Systems 
bedürfen, und der erste Fall wird immer und ausschliesslich dann stattfinden, 
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wenn das durch diese Anordnung gegebene reducirte Parallclepipedon von solcher 
Beschaffenheit ist, daes alle Linien, welche von anderen nicht übertroffen werden 
dürfen, diese wirklich übertreffen, d. h. wenn alle Diagonalen der Flächen grösser 
als die Seiten derselben, und ebenso alle Diagonalen des Parallelepipedon grösser 
als die Kanten des Körpers sind. 

§.6. 

Indem wir Jetzt die Resultate des vorigen Paragraphen auf die ternären 
Formen übertragen, soll der Gleichförmigkeit wegen und zur Vermeidung un- 
nützer Unterscheidungen vorausgesetzt werden, dass man jeder temären Form: 

durch Vertaiischung oder Zeichenänderung der unbestimmten Elemente, wodurch 
die Form nicht aufhört derselben Classe anzugehören, eine solche Gestalt ge- 
geben habe, dass erstens « ^ 6 ^ c sei, dass zweitens unter den Coefficientep 
a', b', c', wenn sie nicht alle drei von Null verschieden und negativ sind, keiner 
das negative Zeichen habe, und dass drittens, wenn b = c ist, c' abgesehen vom 
Zeichen nicht grösser als b', wenn a ^ b ist, b' nicht grösser als «', und wenn 
endlich a ^ b ^ c ist, weder c' grösser als b', noch b' grösser als a' sei. Wie 
leicht zu sehen, lässt sich diesen Bedingungen immer nur auf eine Weise ge- 
nügen, und die Einführung derselben gewährt den Vortheil, dass, wie schon 
ohne diese Bedingungen jeder ternären Form ein völlig bestimmtes Parallelepi- 
pedon entspricht, nun auch zu jedem Pai'allelepipedon ein analytischer Ausdruck 
gehört, dessen Coeöicienten auch hinsichtlich ihrer Aufeinanderfolge und ihrer 
Zeichen völlig bestimmt sind. Dies vorausgesetzt, nennen wir die Form (1), in 
der also a^b^c ist, eine reducirte, wenn sie einem reducirten Parallel- 
epipedon entspricht. Da die Diagonalen der Flächen nicht kleiner als die Seiten 
derselben sein dürfen, so hat man: 

adz2c'-hb > ö, a±2b'-i-c ^ c, h±2a'-hc ^ c. 
Setzt man = — 1, wenn a', b', c' alle drei negativ sind, sonst = 1, so sind 
diese Bedingungen gleichbedeutend mit: 

C'^) a ^ 2cV, a > 2S'<T, 6 > 2u'a, 

und nur, wenn das Gleichheitszeichen stattfindet, wird in dem entsprechenden 
Parallelogramm die eine der Diagonalen einer Seite gleich sein. Die Bedin- 
gungen hinsichtlich der Diagonalen des Parallclepipedon ergeben: 

a+('+c^2a'£-h2b'S-\-2c'äs > c (.5==±i, .,==fci). 
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WO die Zeichen in (^^±1, e = =tl beliebig sind. Betrachtet man ztmäehst 
den Fail, wo keiner der Coefficienten a', h', c' negativ ist, und berücksichtigt 
die vier Zeichencombinationen, sowie dass, wenn a und h einander gleich sind, 
b' ^ a! ist, so sieht man sogleich, dass unsere Ungleichheit vermöge der schon 
erhaltenen Bedingungen immer von selbst erfüllt ist, und dass der Grenzfall 
der Gleichheit, in welchem die Diagonale der Kante Yc gleich wird, nur einmal 
und nur dann eintreten kann, wenn eine der Grössen h', c' gleich Null ist, und 
wenn zugleich von den Bedingungen (2) die auf die andere der beiden Grössen 
b', d bezügliche, sowie diejenige, welche a! enthält, den Grenzfall der Gleichheit 
darbietet. Sind a', b\ d negativ, so ist unsere Ungleichheit immer und zwar so 
erfüllt, dass der Grenzfall nicht stattfinden kann, ausser wenn Ö = s ^ 1, so 
dass also die neue Bedingung aufzustellen ist: 

(3) a+6_|_2ß'-|-2i'-H2c' ^ 0, 

wo wieder das untere Zeichen sieh anf das Gleichwerden einer Diagonale mit 
der Kante Vc bezieht. 

Sind die eben entwickelten Bedingungen (2) und, wenn «', b', d negativ 
sind, überdies (3) so erfüllt, dass in keiner der Ungleichheiten der Grenzfall der 
Gleichheit stattfindet, so wird es in der Classe, zu welcher die Form gehört, 
nicht noch eine zweite von dieser verschiedene mit oder ohne Gleichheitszeichen 
in den Definitionsbedingungen geben, da nach dem am Ende des vorigen Para- 
graphen Bemerkten das entsprechende Punktensystem nur nach einem reducirten 
Parallelepipedon abgetheilt werden kann. Anders verhält sich die Sache, wenn 
nicht in allen Bedingungen die oberen Zeichen stattfinden; es können alsdann 
in derselben Classe mehrere reducirte Formen vorkommen, die sich dann aus 
einer gegebenen ableiten lassen. Es wird genügen, dies für einen llauptfall zu 
zeigen. Wir wählen dazu den Fall, wo b<ic ist. 

Setzt man zunächst «>2c'(7 voraus, so kann nur die Richtung der 
Kante ]/c verändert werden, wenn es nämlich in der Ebene der oberen Grund- 
fläche noch einen oder mehrere Punkte giebt, deren Entfernung vom Scheitel 
Vc beträgt. Sind ^, j;, 1 die einem solchen Punkte entsprechenden "Werthe der 
Elemente, so werden, wenn die dritte Kante nach demselben gerichtet wird, alle 
Coefficienten bis auf a', b' ungeändert bleiben, diese aber resp. in a'H-c'|+6)j, 
b'-\-a.^-\-dri übergehen, wie man sich leicht und fast ohne Rechnung überzeugt. 
Nun sind aber nach der vorher gemachten Aufzählung die Werthe von ^, t], 
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■welche die Bedingung erfüllen, wenn «^ 2 6'ö ist: 

wenn b = ^a'a ist: 

wenn gleichzeitig a = 2b', b = 2a', c' ^= ist: 

5 = -l, ^ = ~1; 
und wenn «', b', c' negativ sind und die Gleichung a-hb-\-2a'-¥'2b'-+-2c'^^= erfüllen: 

Diesen vier Voraussetzungen entsprechend hat man also a', b' in: 

a'^c'a, b'—a<l(= —b'); — a', b'^c'a; —a', —5'; a'+b+c', a-i-b'-\~c' 

ZU verwandeln. Von dem dritten Falle und Überhaupt von der Annahme c'=0 
kann man absehen, da dieser eine neue Form entspricht, welche, nachdem man 
in derselben die zu Anfang dieses Paragraphen vorg^chrlebenen Zeichenände- 
rungen vorgenommen hat, oiFenbar mit der Form, von welcher man ausgegangen 
ist, identisch wird. In jeder der drei übrigen Voraussetzungen erhält man nach 
Anwendung der erforderlichen Zeichenänderungen eine derselben Classe angehörige 
neue reducirte Form (falls sie nicht mit der ursprünglichen coVncidirt), und man 
erhält zwei solche Formen, wenn zwei unserer Voraussetzungen zugleich bestehen. 
Damit ist dann die Aufzählung der Formen beendigt, da offenbar die Gleich- 
zeitigkeit von allen drei Voraussetzungen nicht stattfinden kann. Wäre, immer 
imter der Voraussetzung 6 <C c, ß = 2c'ö gewesen, so hätte man, falls a<zb, 
die zweite Kante in der Grundfläche drehen, für a^ b auch noch die erste 
Kante in die ursprüngliche Lage der zweiten Übergehen lassen und diese neue 
oder diese beiden neuen. Lagen der zwei eisten Kanten mit allen Richtungen 
der dritten, die ursprüngliche nicht ausgenommen, in Verbindung bringen müssen. 
Man kann dem Übelstande, dass sich in singulären Fällen mehrere redu- 
cirte Formen in derselben Classe befinden können, leicht abhelfen und diese 
Ausnahmen dadurch entfernen, dass man für solche singulare Fälle in die all- 
gemeine Definition noch gewisse secundäre Bedingungen aufnimmt, die sich leicht 
ergeben, wenn man z. B, die Forderung aufstellt, dass der letzte Coßfficient c', 
falls er nicht völlig bestimmt ist, den kleinsten numerischen Werth erhalte, dessen 
er in den reducirten Formen der Classe fähig ist, und dann eben so in Bezug 
auf b' verfahrt. Um dies an einem Beispiel zu zeigen, wollen wir unter den 
vorher behandelten singulären Fällen den betrachten, wo b <Zc ist, von den drei 
Bedingungen (2) keine mit dem unteren Zeichen gilt, dagegen die drei negativen 
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Wevthe a', b', c' die Gleichung: 

a+6+2a'-|-2ö'+2c' = 
erfüllen. Nach dem vorher Bemerkten ist c' bestimmt, und glebt es filr diesen 
Fall nur zwei reducirte Formen. Sind a' und V die Werthe des vierten und 
fünften Coefficienten in einer derselben, so sind sie in der anderen a!+b-\-G\ 
a-l-6'-j-c', oder, da diese letzteren Werthe offenbar positiv sind, c' aber negativ 
und folglich, um der Zeichenvorschrift zu genügen, z m —2 zu verwandeln ist, 
vielmehr — (a'+A + c'), —(a-i-b'-\-c'). Wie es in der Natur der Sache liegt, 
genügen diese Werthe, wenn man sie iRir a', b' substituirt, wieder der Gleichung: 

a-\-b-\-2a'~\-2b'-h2c' = 0, 
und aus ihnen gehen die Werthe a', b' auf dieselbe Weise hervor, wie sie selbst 
aus a', b' entstanden sind. Da hiernach der fünfte Cofifficient nur die beiden 
negativen Werthe b' und — (a-i-b'-hc'') zulässt, deren Summe gleich — a — c' 
ist, so sieht man, dass, wenn man zu den Definitionsbedingungen noch: 

-b' < ^(a+c') 
binzüfügt, die Classe nur eine reducirte Form enthalten wird. 

Indem wir die Abhandlung beschliessen, wollen wir noch aus unseren 
Principien einen schönen, von Seebee durch Induetion gefundenen und von 
Gauss in der schon oft erwähnten Anzeige bewiesenen Satz ableiten. Nach 
diesem Satze ist in einer reducirten Form das Product der drei ersten Coeffi- 
cienten nicht grösser als der doppelte absolute Werth der Determinante. 

Da der absolute Werth der Determmante dem Quadrate des Rauminhaltes 
des der Form entsprechenden Parallelepipedon gleich ist, so ist also, nach der in 
§.5,3" gebrauchten Bezeichnung, die zu beweisende Ungleichheit: 

abc ^ 2Jh, 
worin zl das Quadrat der Grundfläche bedeutet. Setzt man: 

c = b-{-t, 
wo also t nicht negativ ist, zieht von der in §. 5, 3" erhaltenen Ungleichheit: 

h ^ c—Q = Ä— e+i, 
nachdem man sie mit 2 z/ multiphcirt hat, die Gleichung ab : 

abc = ab^-i-abt, 
so erhält man: 

2Jh~abc > 2/i(b^Q)^ab'+(2J—ab)t. 

Da nun nach der am Ende von §.4 bewiesenen Ungleichheit 2J(b^p)^ab^ 
nicht negativ und 2A—ab^\ah positiv ist, so erhellt die Wahrheit des Satzes. 
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ÜBEB 

DIE BESTIMMUNG DER MITTLEREN WERTHE 

m DER ZAHLENTHEORIE. 

[GeleKen in der Akademie der Wissens oh afteii am 9. August 1849').] 

Obgleich die Functionen, welche in der Theorie der Zahlen betrachtet 
werden, fast nie durch analytische Ausdrücke darstellbar sind und scheinbar 
ganz regellos fort-schreiten, so tritt doch in den mittleren Werthen derselben 
eine um so grössere Gesetzmässigkeit hervor, je weiter man die Reihe derselben 
verfolgt, d. h. es giebt bestimmte einfache Ausdrücke, welche den Fortgang der 
mittleren Werthe mit unaufhörlich wachsender Genauigkeit und gerade so dar- 
stellen, wie eine Curve sich dem Laufe einer anderen immer näher anschliesst, 
deren Asymptote sie ist. Man findet namentlich gegen das Ende der fünften 
Section der DisquisitioTies aritkmeticae mehrere höchst merkwürdige Ausdrücke 
dieser Art, welche sich auf die Theorie der quadratischen Formen beziehen. 
Da weder diese interessanten Resultate, welche dort nur beiläufig und ohne 
Begründung mitgetheilt werden, bisher bewiesen worden sind, noch überhaupt 
Methoden zur Behandlung ähnlicher Fragen bekannt sind, so habe ich mich 
schon vor mehreren Jahren mit der Aufsuchung dazu geeigneter Mittel be- 
schäftigt. Ich habe jedoch von meiner damaligen Arbeit ausser einigen neuen 
Resultaten nichts der Öffentlichkeit übergeben-), da sich mir die Aussicht darbot, 
durch fortgesetzte Bemühungen die Behandlung solcher Probleme noch wesent- 
lich zu vereinfachen und namentlich von der Integralrechnung unabhängig zu 
machen. Andere Untersuchungen haben mich dann längere Zeit von diesem 
Gegenstande abgezogen. Nachdem ich denselben später wieder aufgenommen, 
habe ich mich überzeugt, dass man in vielen Fällen durch ganz elementare, auf 

') Dis darauf beaüglichfl MitUieilung im Akadeiole-Öericbt von 1S49, S. 218 liulet; ,Hr. Dirkhlel las ttl.er die Beati.n- 
=) Vgl. S. 351 und S. S72 aea I. Bandes dieser Anseabe vou G. Lejeune IHrichlel's Werken. K. 
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eine höchst einfache Reihen umfoi-mung gegründete Betrachtungen zum asympto- 
tischen Ausdruck des mittleren Werthes gelangt. Ich beschränke mich für jetzt 
auf eine Reihe von Aufgaben, für welche das angeführte Mittel allein ausreicht. 
In einer folgenden Abhandlung werde ich mich mit schwierigeren Problemen be- 
schäftigen, deren Lösung die Verbindung der eben erwähnten Transformation 
mit anderen Hülfsmitteln erfordert. 

1. 

Um die Transformation, auf welcher die Lösung der in dieser Abhand- 
lung behandelten Aufgaben hauptsächlich beruht, in das rechte I/icht zu setzen, 
scheint es zweckmässig, sogleich mit einer der einfachsten Fragen zu beginnen, 
die Lösung derselben so weit zu führen, als es ohne jene Umformung geschehen 
kann, und sie dann mit Hülfe derselben zu vervollständigen. 

Es bezeichne f(n) die Anzahl der Divisoren der ganzen Zahl n, und man 
stelle sich die Autgabe, das sogenannte summatorische Glied dieser Function, 
d. h. die Summe: 

zu bestimmen. Ist s eine ganze Zahl ^ n, so wird sich in so vielen Gliedern 
unserer Summe eine dem Divisor s entsprechende Einheit belinden, als es unter 
den Zahlen 1, 2, . . ., n Vielfache von s giebt. Nun ist aber die Anzahl dieser 

Vielfachen \^\, wenn wir uns, wie Überall in der Folge, der eckigen Klammern 
zur Bezeichnung der grössten ganzen Zahl bedienen, welche in dem eingeklam- 
merten Werthe enthalten ist. Es folgt daraus: 

wo sich das Summenzeichen auf s erstreckt. Aus dieser Gleichung ergiebt sich so- 
gleich eine angenäherte Bestimmung, d. h. ein asymptotischer Ausdruck für F(ri). 
Da nämlich — die ganze Zahl — um weniger als eine Einheit übertrifft, so 
hat man bis auf einen Fehler, der die Grenze n nicht übersteigen kann: 

F(n-) = nr~- 
^ 's 

Nun ist aber:' 

.2"— = logw-i-6'+-^— -I----, 
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WO C = 0,5772156 .... ist. Da jedoch der letzte Ausdruck für F(n) schon mit 
einem Fehler der Ordnung n behaftet ist, so ist von der unendlichen Reihe nur 
das erste Glied beizubehalten, und man sieht, dass die Gleichung: 

F(n) = nhgn 
nur bis auf einen Fehler erster Ordnung genau ist, für welchen sich übrigens 
leicht eine Grenze angeben lässt, die er nicht überschreiten kann. Ob die Func- 
tion, die von der Ordnung «log?* ist, in ihrem asymptotischen Ausdruck ein 
Glied der Oi-dnung n mit constantem Ooefficienten enthält, oder mit anderen 
Worten, ob — F(n') — \ogn sich für wachsende Werthe von n einer festen 
Grenze nähert, lässt sich auf diesem Wege nicht entscheiden. 

2. 
Die schon erwähnte Umformung, mit welcher wir uns jetzt beschäftigen 
wollen, beruht auf der einfachen Bemerkung, dass, während die Glieder der Reihe: 

m^ [i-]> ■■■.[:].■■ -^ 

welche mit dem nf^ii Gliede abbricht, anfangs sehr rasch abnehmen, von einer 
gewissen Stelle ab jedes Glied dem folgenden entweder gleich ist oder dasselbe 
um eine Einheit übertrifft. Es wird dies offenbar der Fall sein, sobald der 
Unterschied : 

71 n n 

der Einheit oder einem ächten Bruche gleich geworden ist. Bestimmt man also 
die kleinste ganze Zahl /j., welche der Bedingung /*(/* + .l)^n entspricht, so 
wird die erwähnte Eigenschaft spätestens vom /i'^" Gliede incl. ab stattfinden. 
Da es jedoch für unseren Zweck ganz unwesentlich ist, ob in die beabsichtigte 
Umformung ein Glied mehr oder weniger hineingezogen wird, so werden wir 
der grösseren Einfachheit wegen für //, die ganze Zahl wählen, welche entweder 
der Wurzel Vji gleich ist oder, im Falle der Irrationalität derselben, unmittelbar- 
darüber liegt. Man hat also; 

ix^ ^ n 

und folglich //(/t-Hl) ;> n. Setzt man nun: 
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WO, wie leicht zu sehen ist, r höchstens um 2 Einheiten von ^ verschieden 
sein kann, und bezeichnet mit t irgend eine der Zahlen v, v — 1, . . ., 2, 1, so 
lässt sich leicht der Zeiger s des vom Anfange entferntesten Gliedes — be- 
stimmen, welchem der Werth t zukommt, und auf welches daher ein Glied mit 
dem "Werthe ^ — 1 folgt. Der gesuchte Zeiger wird durch die doppelte Be- 
dingung gegeben: 

— ^i, ~~:- < (, 
s s-H-1 

woraus sogleich folgt: 

Betrachten wir jetzt die Summe: 

[y] y(l)+ [y] 9'(2)+-+ [■-] ¥(P), 

wo p, wie sich von selbst versteht, grösser als fi und nicht grösser als n an- 
genommen wird, oder vielmehr nur denjenigen Theil der Summe, welcher sich 
vom ^t®"* Gliede ab erstreckt: 

so können wir diesen rladurch umformen, dass wir die Glieder, fiir welche 
— denselben Werth hat, in Partialsummen vereinigen und dann alle Partial- 
summen addiren. 

Lassen wir der grösseren Gleichförmigkeit wegen aus der ersten Partial- 
summe das s — ^ entsprechende Glied weg, ziehen dasselbe zu den schon ab- 
gesonderten fi — ^1 ersten Gliedern und setzen: 

so erstrecken sich die Partialsummen nach Obigem respective von 

s = /( excl. bis s ^ — incl,, und clor entsprechende Werth von — ist v, 
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Bezeichnet nun i/'(s) das suminatorisehe Glied der Function ffis), ist also: 

.;<<) = SVw, 

SO sind die Werthe der Partialsuinmen: 

deren Vereinigung den Ausdi-uck: 

-~vyj(ii)+^! [-^j -hip [:^i-] + ■■■+'/' [-^-j] -^-iHF) 
ergiebt. Wir erhalten so die allgemeine Transformationsgieichung: 

w -fi-r]^^'^ = ^Hp}-'<'^(f'-)-^^':\^]<p('')'^K-^.f[~]- 

Der bei der Anwendung dieser Gleichung am häufigsten vorkommende 
Fall ist der, wo p ^= n und folglieh ^ = 1 ist. Man erhält bei dieser Voraus- 
setzung : 

Wie man sieht, besteht der Vortheil dieser Umformung darin, dass duvch die- 
selbe eine Reihe, deren Gliederzahl n ist, und die in jedem Gliede einen Aus- 
druck der Form — enthält, auf zwei andere zurückgefühi-t wird, in denen die 
Anzahl der ebenfalls — enthaltenden Glieder sich auf die Ordnung }/n er- 
niedrigt. Eine ähnliche Umformung bleibt noch ausführbar, wenn an die Stelle 
des Nennera s in dem Ausdruck — eine mit s wachsende Function von s 
tritt. Da jedoch eine solche Allgemeinheit für unseren gegenwärtigen Zweck 
überflüssig ist, so beschränken wir uns auf die eben betrachtete speciellere 
Reihenform. 



Nehmen wir jetzt die in Art. 1 behandelte Aufgabe wieder auf, so erhalten 
wir, wenn in der Gleichung (6) 5p (5) = 1 und folglich t^(s) ^ s gesetzt wird: 

F(n) = j; [^] = -,.,+2,' [^] +^,' [^] . 
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Setzt man in den beiden Summen — statt — , »o ist der Fehler nur von der 
Ordnung Vn, und da ebenso: 



so folgt bis auf einen Fehler der Ordnung Vn genau: 

Aus dem eben gefundenen asymptotischen Ausdruck für die Function F(n) 
lässt sich nun leicht ein Ausdruck för den mittleren Werth der Divisorenanzahl 
ableiten. Schreibt man die Gleichung zur grösseren Deutlichkeit in der Form: 

F(n) = n\ogn-h(2C-l)n~i-tYn. 

■vv'6 C zwar unbekannt ist aber für ein noch so grosses n numerisch unter einer 
bestimmten Grenze, die leicht anzugeben wäre, bleiben wird, verwandelt n in 
7(-l-s, wobei 'C in C' übergehe, und dividirt die Differenz beider Gleichungen 
durch s, so erhält man für das arithmetische Mittel der den s Zahlen n-i-l, 
MH-2, . . ., n-\~s entsprechenden Factorenanzahlen : 



!og(K+.s)+2C-l+ — log^H 

Denkt man sich nun — r^ über jede Grenze hmaus wachsend, so nähert sich 

das letzte Glied der Null, d. h. der Unterschied zwischen dem erwähnten arith- 
metischen Mittel und dem aus den übrigen Gliedern gebildeten Ausdruck wird 
kleiner als jede angebbare Grösse. Verbindet man mit der schon gemachten 

Annahme noch die, dass auch — jede Grenze Überschreite, so erhält man für 

das dieser doppelten Voraussetzung entsprechende Mittel den höchst einfachen 
asymptotischen Werth : 

log« +26', 

der, wie leicht zu sehen, auch dann noch gilt, wenn, n, statt die der Reihe von 
s Zahlen, in Bezug auf welche das Mittel genommen wird, unmittelbar vorher- 
gehende Zahl zu bezeichnen, mit einer dieser Zahlen selbst zusammenfällt. Ist 
nämlich m eine derselben, so hat man n-i-t ^ m, wo t'^s, und der Unter- 
schied logm — logn nähert sich in Folge obiger Voraussetzung der Null. 
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4. 

Die oben erhaltene Gleichung: 

:sH— =^ Mlogn-+-C26'--l)M, 

in welcher der Fehler von der Ordnung Vn ist, giebt zu einer Bemerkung Ver- 
anlassung, bei welcher wir einen Augenblick verweilen wollen. Da andererseits: 

2"— = nhgn+Cn 

ist, wo der Fehler für jedes n eine feste Grenze nicht übersehreitet, so hat man 
mit einem Fehler der Ordnung Yn: 

Da hiernach das arithmetische Mittel aus den Werthen der Differenz: 



welche 5^1, 2, , . ., n entsprechen, gleich 1 — C, also kleiner als ^ ist, so lässt 
sich vermuthen, dass, wenn man n der Reihe nach durch die genannten Zahlen 
dividirt, der Fall öfter vorkommen wird, wo der Eest unter dem halben Di- 
visor liegt, als der entgegengesetzte, wo er demselben gleich ist oder ihn über- 
trifft. Wir wollen die Richtigkeit dieser Vermuthung zu prüfen und das Ver- 
hältniss, nach welchem die Zahlen 1, 2, . . ., n sich in dieser Beziehung in 
zwei Gruppen vertheilen, zu bestimmen suchen. 

Die Zahl s wird den ersten oder den zweiten Fall darbieten, je nachdem : 

— — I — - 1 < ^ oder = i 

ist. Da hiernach respective: 

ist, so wird die Anzahl der in der zweiten Gruppe enthaltenen Zahlen durch 
den Ausdruck: 



gegeben, dessen zweites Glied oben schon bestimmt worden ist. Zur Bestim- 

G. Lejeune Dirichlet's Werke. IL 8 
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mung des ersten dient die Gleichung («), in welcher n in 2n zu verwandeln 
und p =^ n, q = 2, yi^s) = 1, yj(s) = s zu setzen ist. Man erhält so: 

Da jLi die unmittelbar über Y2n liegende ganze Zahl und y = —^ 
ist, so ist fiv von 2n nur um eine Grösse der Ordnung ^/n verschieden, und 
die beiden ersten Glieder heben sich auf. Der Werth der ersten Summe wird, 
immer mit Vernachlässigung der Ordnung yü, durch die Gleichung gegeben; 

2'^ l^-^j =: 2nS!^ Y = 2m(log|ti+C) = mlog2M-H26'«. 

Derselbe Werth würde auch für die zweite Summe gelten, wenn darin nicht die 
beiden, s ^ 1 und 5 ^= 2 entsprechenden Glieder fehlten. Man hat also, um 

2l\ zu erhalten, den eben gefundenen Ausdruck zu verdoppeln und 

^j— + -^1 = 3n abzuziehen. Man findet so für die Zahlen der zweiten 

Gruppe die Anzahl: 

(log4-l> 

und also für die Zahlen der ersten Gruppe: 
(2-log4}«. 
Für ein grosses n verhält sich daher die Anzahl der Divisoren, denen die erste 
Eigenschaft entspricht, zu der Anzahl derjenigen, welchen die zweite zukommt, 
-wie 2 — log 4 zu log4— 1. 

5. 
Betrachten wir jetzt die Function /(n), welche die Summe der Divisoren 
von n ausdrückt, oder vielmehr zunächst wieder, wie in-No. 1, die daraus ge- 
bildete Summe: 

J>W=/Ci)+/(2)+-+/W- 

Durch Betrachtungen, welche denen ganz ähnlich sind, die wir dort aiigestellt 
haben, erhält man: 

Durch Anwendung der Gleichung (b) ergiebt sich hieraus; 



y Google 



ÜBER DIE BESTIMMUNG DER MITTLEREN WERTHE IN DER ZAHLENTHEORIE. 59 

Um ZU übersehen, von welcher Ordnung die Grössen sind, welche man 
als nicht vollständig bestimmbar vernachlässigen muss, betrachte man zunächst 
den ersten Tbeil der letzten Summe. Setzt man: 



wo s ein von n und s abhängiger positiver ächter Bruch ist, so erhält man: 
r « 1 * n^ n 

' L s J 1 s" '- s ' ' 

wo das zweite und dritte Glied, welche resp, die Ordnung nlogn und Yn nicht 
überschreiten können, wegen des darin vorkommenden, analytisch nicht aus- 
dröckbaren Bruchs e wegzulassen sind. Es ist daher auch der zweite Theil der 

Summe, nämlich ^^ — , den wir schon oben bestimmt haben, und welcher 
von der Ordnung n]ogn ist, nicht zu berücksichtigen, obgleich dieser Theil bis 
auf die erste Ordnung incl. genau angebbar ist. Ferner ist mit Vernachlässi- 
gung der ersten Ordnung: 

es ergiebt sich daher, bis auf einen Fehler der Ordnung nlogn genau: 

fXn) = ini+in-r, -^- 
Da nun andererseits nach einer bekannten Formel: 

V' 1 _ 7t' _J^^ 1 _ 
"■' "?"" 6" V ' "2v' ' 

also bis auf die erste Ordnung exciusive: 

SO erhält man schliesslich die Gleichung: 

in welcher der Fehler die Ordnung n\ogn nicht überschreitet. 

Bestimmt man mit Hülfe des eben gefundenen Ausdrucks den mittleren 
Werth von f(n), so findet man für diesen mittleren Werth, nämlich für: 

l(y(ji+l)+---H-/(n+s)), 
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den asymptotischen Aasdruck: 

vorausgesetzt, dass man sich das gleichzeitige Wachsen von s und n so denke, 
dass dabei: 



jede endliche Grenze überschreiten. Dieses Resultat hat jedoch, wie leicht zu 
sehen, eine wesentlich andere Bedeutung als das am Ende von No. 3 gefundene. 
Während dort der Unterschied zwischen dem wahren mittleren Werth und 
seinem asymptotischen Ausdruck kleiner als jede gegebene Grösse wurde, gilt 
dies hier nur von dem Verhältniss dieses Unterschiedes zum wahren oder ge- 
näherten mittleren Werthe. 

6. 
Tn den bisher behandelten Aufgaben, zu denen andere auf ganz ähnliche 
Weise zu lösende hinzuzufügen überflüssig scheint, hatte die näherungsweise zu 
bestimmende Function unmittelbar die Form der Reihe (a). In anderen Fällen 
wird diese Function durch eine Gleichung gegeben, welche eine solche Reihe 
enthält, in deren allgemeinem Gliede die zu bestimmende Function vorkommt, 
so dass man also nur eine recurrirende Beziehung zwischen auf einander folgenden 
Werthen der Function kennt. Das einfachste Beispiel dieser Art bietet die 
Function ^(n) dar, welche die Anzahl der in der Reihe l, 2, . . ., n enthal- 
tenen relativen Primzahlen zu n ausdrückt und welche in der Theorie der Zahlen 
eine so grosse Rolle spielt. Bekanntlich ist der Ausdruck für diese Function: 



-)-(>-i)('-|)(-l)- 



»0 

wo et, b, c, ... die verschiedenen in n aufgehenden Primzahlen bezeichnen. 
Diese Formel ist jedoch für unsere Untersuchung nicht geeignet, und wir müssen 
für dieselbe einen anderen Ausgangspunkt wählen. Wir gehen von der bekannten 
Gleichung aus: 

2y(d) = n, 
in welcher sich das Summenzeichen auf sämmtliche Divisoren ä von n bezieht. 
Addirt man diese Gleichung und die ähnlichen für n — 1, n — 2, . .., 1 gel- 
tenden, so wird auf der linken Seite das Glied y(s), in welchem s ^n ist, 
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80 oft vorkommen, als es in der Reihe 1, 2, , . ., n Vielfache von s giebt, d. h. 
— mal. Man erhält also: 



X - 



(0 = in'-^-in. 



Ehe wir weiter gehen, wollen wir einen Augenblick auf die Formel (b) 
zurückkommen und die Bemerkung machen, dass es für manche Aufgaben, zu 
denen auch die in No. 5 behandelte gehört, eine Abkürzung gewähi-t, wenn die 
Umformung die ganze Eeihe umfasst, obgleich dadurch der in anderen Fällen 
unentbehrliche Vortheil verloren geht, die Anzahl der Glieder auf eine niedri- 
gere Ordnung zu bringen. Um die so modificirte Formel zu erhalten, erwäge 
man, dass der Werth t, wenn ; ganz allgemein eine der Zahlen 1, 2, 3, . . ., h 
bedeutet, sich zwar nicht immer unter den Gliedern: 



[y]. 



[f] 



finden wird, da diese Glieder im Anfange der Reihe sehr rasch abnehmen, dass 
es aber immer ein und nur' ein Glied geben wird, welches nicht grösser als 
t ist, und auf welches ein anderes folgt, dessen Werth kleiner als t ist. Der 
Zeiger s dieses Gliedes muss, wie oben, die Ungleichheiten erfüllen: 



= "' s-Hl 



aus welchen folgt: 



Hiernach ist allgemein — = t, von s =^ - — p excl. bis *■ = — incl., und 
die Summe aller Glieder, in denen — den Werth t hat, ist gleich : 

welcher Ausdruck verschwindet und richtig bleibt, wenn keine solche Glieder 
existiren, d. h, wenn — - == wird. Vereinigt man die Werthe des Aus- 

drucks für ^^1, 2, . . ., n und bemerkt, dass für t = ii das Glied ipl- — -- 
oifenbar auf Null zu reduciren ist, so erhält man: 
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und diese Umformung ist es, von welcher wir nun in unserer Aufgabe Gebrauch 
machen wollen. Unsere obige Gleichung wird mit Hülfe derselben: 

Man übersiebt bald, dass der asymptotische Ausdruck für v(h) die Form arr' 
haben wird, wo a eine Constante ist. Man könnte diese Constante in dem fol- 
genden Beweise zunächst unbestimmt lassen, wo sich dann im Laufe der Ent- 
wickelung der Werth « ^= — j- herausstellen würde. Da jedoch di^er Werth 
ebenfalls leicht vorherzusehen ist, so werden wir der Kürze wegen sogleich den 
Ausdruck — j-n^ betrachten. Wie auch die noch unbekannte Function i/jfji) be- 
schaffen sein möge, so können wir allgemein setzen: 

wo auch S von n abhängt und die Function /(n) beliebig und nur mit der Be- 
schränkung gewählt werden soll, dass sie immer positiv bleibe, mit dem Argu- 
mente wachse und für den Werth n = 1 desselben nicht verschwinde. Denkt 
man sieh x(n) auf die angegebene Weise gewählt und dann in unsere Glei- 
chung für n aUe Werthe von n= 1 bis n = JV" eingesetzt, so werden die ent- 
sprechenden Werthe von ^ alle endhch sein. Es sei nun A der grösste der so 
für C erhaltenen numerischen Werthe. Dies vorausgesetzt, bringen wir unsere 
Gleichung in die Form : 

•p(») = -K •p[-r\+i'''+i" 

und betrachten nun die Werthe von n, welche zwischen n = N-{- 1 und n^2N 
liegen. Da | — in der Summe die Grenze N nicht überschreitet, so sieht man, 
dass derjenige Theil unserer Summe, welcher aus dem Einsetzen des zweiten 
Gliedes des oben für y^(n) angenommenen Ausdrucks entsteht, numerisch kleiner 
ist als: 

Der vom ersten Gliede herrührende Theil, nämücli: 



-At\'- 
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geht, wenn man wieder — = — —s setzt, über in: 

Da nun: 

WO T von der Ordnung — ist, und die beiden anderen Sinnraen resp. die Ord- 
nung \ogn und n nicht überschreiten können, so erhält man eine Gleichung: 

in welcher § numerisch kleiner ist als: 

wo J' eine hinlänglich grosse von N unabhängige Constante ist. Vergleicht 
man dieses von n = N-h l bis n = 2^^" geltende Resultat mit dem oben für 
y(n) angenommenen Ausdruck: 



so ergiebt sich, dass für dieses neue Intervall der grösste Zahlenwerth von ^ 
das Maximum der in dem genannten Intervall stattfindenden Werthe des Aus- 
drucks : 

P«l.g. -A ^.Jn\ 

%{n) +zC«)-=n. ) 
nicht überschreitet. Giebt man jetzt der bisher unbestimmt gelassenen Func- 
tion /(n) die Form einer positiven Potenz n'\ so erhält man für den in A mul- 
tiplicirten Ausdruck: 

^~ 1 ^«1 

und f)' lässt sich so zwischen 1 und 2 wählen, dass die Constante q ein ächter 
Bruch wird. Andererseits kann man N so gross wählen, dass für /i^iV; 
P»l06» j 

wird, wo die Constante k beliebig klein ist. Bezeichnet man mit A' den grössten 

zwischen n = N-hl und n = 2iV vorkommenden Zahlenwerth von i, so hat man: 

A' < Aq+k. 
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Da nun k für ein wachsendes N beliebig klein werden kann, A nicht abnimmt, 
q aber constant bleibt, so ist ftlr ein hmlänghch grosses A^: 

Ä'<Ä, 
d. h, das ursprünglich bis n = N geltende Majiimum A gilt auch bis 2N, aus 
demselben Grunde aber auch bis 4iV, 8iV, . . ., oder ganz allgemein. 
Es ist also: 

««) = A«> 

mit einem Fehler, der die Ordnung n^ nicht überschreiten kann, wo die Con- 
stante 8 den durch die Gleichung: 

gegebenen Werth y, wenn auch noch so wenig, übereteigt. Für den mittleren 
Werth von (p(n) ergiebt sich hiernach der Ausdruck: 
6 

— j-B, 

dessen Bedeutung aus Obigem klar ist. 

7. 
Als letztes Beispiel wählen wir die Function <p(n), welche die Anzahl 
aller möglichen Zerfällungen von n in zwei Factoren ohne gemeinschaftlichen 
Theiler bezeichnet und bekanntlich die Potenz 2- zum Ausdruck hat, wenn man 
unter p die Anzahl der verschiedenen in n aufgehenden Primzahlen versteht. 
Setzt man wieder: 

so wird y^(n) in einem einfachen Zusammenhang mit der in Art. 1 und o be- 
handelten Function F(n) stehen. F(n) drückt nämlich offenbar die Anzahl der 
Zahlenpaare x, y aus, welche der Bedingung xy ^n genügen, während ^i(n) 
die Anzahl der Paare der zu einander relativen Primzahlen |, i] bezeichnet, für 
welche ebenfalls §tj^n ist. Theilt man nun die Paare x, y m Gruppen, deren 
s" diejenigen Paare x, y enthält, für welche s der grösste gemeinschaftliche 
Theiler ist, so dass also, wenn x ^ §s, y = ijs gesetzt wird, ^ und rj relative 
Primzahlen sind, und dividirt die Ungleichheit durch s^, so kommt: 

^V = ""s" 0(ier '^Tj < — ^ ■ 
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Da nun auch umgekehrt je zwei relative Primzahlen ^, fj, welche dieser Bedin- 
gung entsprechen, durch Multiplication mit s zwei Zahlen x, y mit dem grössten 
gemeinschaftlichen Theiler s ergeben, flir welche xy <^ n ist, so folgt, dass die 

Anzahl der in der s"" Gruppe enthaltenen Paare durch V — , ausgedrückt 
wird. Man erhält so die Gleichung: 



^V [^] = ^W = n\c>gn+(2C-\)n, 



wo sich die Summe von s = 1 bis s = [Vra] erstreckt, und nach Obigem das 
vernachlässigte Glied die Ordnung ^n nicht überschreitet. Es ist hiernach leicht 
zu übersehen, dass der asymptotische Ausdruck für t/'('i) die Form: 

a«log«-t-j3»i 
haben wird, wo cc und ß zwei noch zu bestimmende Constanten bezeichnen. 
Setzt man nämlich, wie im vorigen Artikel, in unserer Gleichung: 

ip(n') ^ an\iign-\-ßn-\-t,n^, 
wählt a und [i so. dass sich die Glieder der Ordnung Jilogn und n aufbeben, 
nämlich : 

wo C die frühere Bedeutung hat und C = Z^ -^ ist, so findet man durch 

Schlüsse, welche den im vorigen Artikel entwickelten ganz analog sind, dass Z 
für ein beliebig grosses n unter einer festen Grenze bleibt, wenn nur tf > ^/ 
ist, / in der obigen Bedeutung genommen. Aus dem so gefundenen Ausdruck 
für -ip(n): 

anlognA-ßn 
folgt dann für (p(ri), in einem durch das eben Gesagte bestimmten Sinne, der 
mittlere Werth : 

Mit der eben behandelten Frage hängt der im Art. 301 der Disquisitiones 
arithmeticae gegebene mittlere Werth für die Anzahl der genera zusammen, welche 
einer negativen Determinante — n entsprechen. Der Ausdruck für die Anzahl 
der gmera ist nämlich nach bekannten Sätzen, den 5 Linearformen: 
n = U, K = 8A-l-4, B = 4A+2, K = 4A-|-1, n = 4:k-^^ 

G. Leieune Dirichlet's Werke. II. 9 
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entsprechend: 

Anderei'seits lässt sich durch nahe Hegende, an die vorher angestellten 
Betrachtungen anzubringende Modificationen, deren Ausfiihrung wir dem Leser 
überlassen, der genäherte Werth von tp (n) bestimmen, wenn n eine vorgeschrie- 
bene Linearform hat, und die Summe .2J(p(s) = VO*) nicht mehr über alle Zahlen 
1, 2, . . ., n, sondern nur Über die in dieser Reihe enthaltenen Zahlen dieser 
Form erstreckt wird, und dann daraus der mittlere Werth von y>(n) ableiten. 
Man findet so für die oben angegebenen Linearformen: 

n = Sk, n = 87i-l-4, n = 4ä+'2, n = 4Ä+1 , n = 4/(4-3 

als mittleren AVei-th von <-fi(ji), wenn man zur Abkürzung: 



-|^C^-|log2), ^(/*-|log-2), -^(J-Hilog2), -^(J+|-]og2), -^y(^+ilog2}. 

Nach Obigem ergeben diese Ausdrücke, resp. mit 1, \, i, 1, \ multiplicirt, 
die mittleren Anzahlen der genera der Determinante — n für die vorher auf- 
gezählten Linearformen, und da von je 8 aufeinander folgenden Zahlen resp, 
1, 1, 2, 2, 2 in diesen Fonnen enthalten sind, so ist die Summe unserer der 
Reihe nach mit: 

multiplieirten Ausdrücke, d. b, : 

die gesuchte mittlere Anzahl der fjenera, welche der Determinante — it ent- 
sprechen, wenn diese allgemein, d. h. nicht mehr auf eine besondere Linearform 
beschränkt, gedacht wird, was mit dem am angetührten Orte gegebenen Resultat 
übereinstimmt. Da«s übrigens dei-selbe Ausdruck auch für die positive Deter- 
minante n gilt, folgt leicht daraus, dass die den Linearformen 4A-I-1, 4A-I-3 
entsprechenden mittleren Werthe von 5p(n) zusammenfallen, und dass anderer- 
seits die bei den quadratischen Determinanten eintretenden Ausnahmen offenbar 
ohne Einfluss auf das Endresultat sind. 
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ÜBER 

EMEN NEUES AÜSDEÜCK ZUK BESTIMMUNG 

DER DICHTIGKEIT EINER UNENDLICH DÜNNEN KUOELSCHALE, 

WENN DER 'WERTH DES POTENTIALS DERSELBEN 

IN JEDEM PUNKTE IHRER OBERFLÄCHE GEGEBEN IST. 

[Gelesen in der Akademie der Wissenschaften am 28. November 1850.')] 

Nach einem schönen, von Gauss zuerst aufgestellten und bewiesenen Satze*) 
lässt sieh jede Fläche mit einer unendlich dünnen Massenschicht belegen, deren 
Potential in jedem Punkte der Fläche einen beliebig gegebenen Werth erhält, 
vorausgesetzt dass dieser Werth im ganzen Umfange der Fläche sich nach der 
Stetigkeit ändere. Die wirkliche Ausmittelung aber der dies leistenden Massen- 
vertheilung ist im gegenwärtigen Zustande der Wissenschaft nur für einige be- 
sondere Flächen ausführbar, zu welchen, wie Gauss schon bemerkt hat, die 
ganze Kugelfläche gehört. 

Bezeichnet R den Kugelradius, r die Entfernung jedes Punktes im Räume 
vom Mittelpunkte, 6 den Winkel zwischen r und einer festen Geraden und <p 
den Flächenwinkel zwischen der durch diese und r gelegten Ebene und einer 
festen Ebene, so kann man den auf der ganzen Fläche gegebenen durch d und 
(p ausgedrückten Potentialwerth Y nach den bekannten Kugelfunctionen ent- 
wickeln. Es sei: 

V = ^'X, 
diese Entwickelung, wo sich das Summenzeicheu von ;* ^ bis m = oo er- 



*) Allgemeine Lehrsätze in Beziehimg auf die i' 
fern-uiig wirtenden Anziebunga- und Ab st.ossungs -Kräfte v 

-) GauBB' Werke, Bil. V, S. 195. K, 
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streckt, und: 

y = ^Yn 
die ähnliche Entwickelung der zu bestiiiiraendeii Dichtigkeit p. Mit Hülfe dieser 
letzteren lässt sieh das Potential y für jeden Punltt im Räume darstellen"). 
Von den beiden Ausdrücken desselben, von welchen der eine im inneren, der 
andere Im äusseren Räume gilt und jeder zu unserem Zwecke genügt, ist der 
erstere: 

' = *»^^-siVr(-Ä-)">'- 

Da dieser Ausdruck bis r = B gültig bleibt,' für welchen Fall r in V übergeht, 
und dieselbe Function nur einer Entwickelung nach Kugelfunctionen fiihig ist, 
so ergicbt die Vergleichuns mit der ersten Reihe 71=—^ — f;-X, , und daher: 

In einer früheren Abhandlung**) ist gezeigt worden, dass jede für die 
ganze Kugelfläche, d. h. von 0^0, 5p = Ü bis ö = tt, y = Stt, beliebig gege- 
bene Function, wenn sie nur nirgends unendlich wird, convergirend nach Kugel- 
ftinctionen entwickelt werden kann. Die Convergenz der Reihe für V, welche 
den Ausgangspunkt der eben entwickelten Lösung bildet, ist daher unzweifelhaft. 
Anders verhält es sich aber mit der ftlr die Dichtigkeit p angenommenen und 
dann durch Vergleichung mit jener bestimmten Reihe ^T^. Da es mit der 
Existenz einer völlig bestimmten Massenvertheilung, welcher der gegebene Po- 
tentialwerth V entspricht , verti'äglich ist , dass die Dichtigkeit in einzelnen 
Punkten oder Linien unendlich werde, so bleibt es für alle solche Fälle völlig 
Tingewiss, ob die Reihe an allen Stellen, wo die Dichtigkeit endlich bleibt, ihre 
Convergenz behält und die Dichtigkeit wirklich dai-stellt. Es schien mir nicht 
uninteressant, diese Frage einer näheren Erörterung zu unterwerfen, wozu meine 
frühere Abhandlung die nöthigen Hülfsniittel darbot, um so mehr als sich von 
dieser Untersuchung eine Vereinfachung des eben für p gefundenen Ausdrucks 
erwarten liess. Dieser Ausdruck involvirt eine vierfache unendliche Operation, 
eine doppelte Summation und eine ebenfalls doppelte Litegration. Dass die 

*) M^eanique Celeste. Livre III, Mo. 13. 

"*) Sur les SBi'ies dont le terme gen^i-al depend de deux angles, et f|Ui serveiit ä expviinei- des 
fonctions arbitraires entre des limites donn^es. Chelle's Journal Band XVII. ') 
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letztere nicht aus dem Ausdrucke entfernt werden kann, leuchtet ein, da die 
Dichtigkeit für jeden Punkt von sänimtlichen im ganzen Umfange der Fläche 
bis auf die Stetigkeit als beliebig vorauszusetzenden Potentialwerthen abhängen 
muss. Dagegen hat sich ergeben, dass die Dichtigkeit immer ohne Eeihen durch 
ein doppeltes Integral dargestellt werden kann, ' welches sogar in vielen Fällen 
auf ein einfaches zurlickfiihrbar ist. 

1. 

Setzt man: 

v = Ae, 9), 

so hat man bekanntlich für das allgemeine Glied X„: 



^^/f/C«'. »>')P.(o»s<«)sine'rf9'<!?.', 



cosw = cosÖcosö'+smfl.sinö'i;o.s((p — (f') 
gesetzt ist, F„(cosoj) den Coefticienten von ß" in dem entwiekt^lten Kadical: 
1 



yi — 2<fGosco-HV 

bezeichnet und sich die doppelte Integration von: 

ö' = 0, y' = 
bis: 

6' = n, <p' = -2n 

erstreckt. Lässt man den Divisor R weg oder, was dasselbe ist, setzt den 
Kugelradius der Einheit gleich, so wird das allgemeine Glied der p darstellenden 
Reihe: 

..'^■^^"ilp!_Jjy(Ö', (p')F„(cosm)smd'dd'd(p'. 

Es wird oifenbar genügen, diese Reihe für den Fall zu untersuchen, wo 
ö = gesetzt wird, d. h. für den Pol p der sphärischen Polarcoordinaten Ö, 5p, 
da sieh, wie in der früheren Abhandlung, das för den Punkt p gefundene Re- 
sultat unmittelbar auf jeden anderen Punkt m der Fläche übertragen lässt. Man 
hat dann: 

COS(0 = COS0', 

und i-'„(cosw) wird von tf' unabhängig. Setzt man: 
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SO diiBs also jp'(ö') den mittleren Werth des Potentials V auf dem von p als 
Mittelpunkt mit dem sphärischen Radius 6' beschriebenen Kreise bedeutet, und 
schreibt y statt 6' zur Uebereinstimmung mit der Bezeichnung in der früheren 
Abhandlung, auf die wir uns häufig zu beziehen haben, so wird das allge- 
meine Glied: 



^^^^jmK(co^r>mdy. 



Zerlegt man (2n+ 1)^ in seine Bestandtheile 4«^ 4n, 1, so zerfällt das allge- 
meine Glied in drei andere und folglich die Reihe selbst in drei Partialreihen. 
Da die Oonvergenz der zweiten und dritten dieser Reihen schon in der früheren 
Abhandlung gezeigt worden ist, so haben wir es nur mit der ersten zu thun, 
deren allgemeines Glied: 



1 C 

-s — n'' I F(y')J\(co3y)siiiy(iY- 



Nimmt man die Summe der n-i-1 ersten Glieder, di-ückt i*„(cosj') nach 
Gleichung (3) der früheren Abhandlung') durch ein bestimmtes Integral aus und 

kehrt die Ordnung der beiden Integrationen um. so erhält man: 



; früher: 



1 r" 

— ^j (cosT/'4-4cos2i/'-| \-n'cosnip)n(>f')dip, 



A = ]/2(cos/— cost/i), E= }ß,(ca&^p — cosj') 
gesetzt ist. Da die in I7(v) enthaltenen Integrale (nach §. 3 der früheren Ab- 
handlung) Functionen von y sind, welche von i/» = bis ip ^ n stetig bleiben, 
so kommt dieselbe Eigenschaft auch der Function JX(«^) zu. 

Unsere gegenwärtige Untersuchung erfordert überdies die Discussion des 
Differentialquotienten Jf'(y), zu dessen Bildung, wegen der in den Integralen 
enthaltenen Nenner J und E, eine vorgängige Umformung durch theilweise 
Integration erforderlich ist. Berücksichtigt man, dass F(y), nach seinem Ur- 
sprünge aus dem stetigen Potential werthe J'(0, (p), selbst stetig ist, so ergiebt 
diese doppelte Operation: 
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F'(y) ~j — hcos^j/zsini^ I F'(y) ~vt~ ■ 

Wir machen nun die Annahme, dass F'(y) von / = his y ^= n überall end- 
hch bleiht. Alsdann werden sämmthche Bestandtheile von II'(yj), und also auch 
JJ-'i^f) selbst, von ip ^ Q bis yj = n endlich und stetig sein. Für die drei ersten 
GHeder ist dies einleuchtend, und hinsichtlich der beiden letzten überzeugt man 
sich durch Betrachtungen, welche den oben citirten ganz ähnlich sind, dass die 
in ihnen enthaltenen Integrale diese doppelte Eigenschaft so lange behalten, als 
im ersten i^ < tt und im zweiten i/» > vorausgesetzt wird. Für ifi ■= n und 
1^ ^ können zwar diese Integrale beziehungsweise unendlich grosse Werthe 
erhalten, die aber, wie leicht zu sehen, resp. die Ordnung: 

^ogl i-;-) und log ( . , , ) 

nicht überschreiten können, so dass die Glieder selbst Null werden. 

Für das Folgende ist noch die Kenntniss der zweiten Derivirten T£"(ip) 
für den besonderen Werth i// = erforderlich. Bemerkt man, dass JI'(O) = 
ist, so lässt sich der gesuchte Werth am leichtesten dadurch finden, dass man 

1/; in dem Quotienten —II'{yj) unendlich klein werden lässt. Man erhält so: 
odei', wenn man das dritte Ghed theilweise integrirt: 

ö"(0) = F(0)-iFi„^-ifF(r:i'=«>iy'tr+if^^^^' 

Findet nun ausser der vorhin angenommenen Endlichkeit von F'(y) und der 
daraus folgenden Stetigkeit von lT(ip) noch ein bestimmter endlicher Werth 
für ir"(0) statt, oder, was dasselbe ist, hat das zweite Integral einen solchen 
Werth, so wird unsere Reihe immer convergii-en und die Summe derselben leicht 
anzugeben sein. Setzt man nämlich zur Abkürzung: 

G, Lejeunc Divichlet's Werke. IL 10 
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SO wird obiger Ausdruck für die Summe der n + 1 ersten Glieder: 

Da das bei zweimaliger theilweiser Integration heraustretende Glied: 

n(<p)X'(tij)-n'(xp)X(>p) 

stetig ist und an beiden Grenzen verschwindet, so kommt durch diese Operation: 

und dieser Ausdruck nähert sich nach einem bekannten Satze, selbst dann, 
wenn Il"(v) für einen oder mehrere von Null verschiedene Werthe von y> un- 
endlich wird, bei wachsendem n der Grenze: 

Addirt man zu diesem Werthe die der beiden anderen Reihen, wie sie in der 
früheren Abhandlung gefunden worden, so erhält man für die Dichtigkeit in p: 

Es bliebe nun noch zu untersuchen, wie es sich mit der die Dichtigkeit 
ausdrückenden Reihe rücksichtlich ihrer Oonvergenz in dem Falle verhält, wo 
zwar das Integral: 

und also auch der eben gefmidene Ausdruck für p einen bestimmten endlichen 
Werth behält, die Function F'(y) aber für einen oder mehrere von Null ver- 
schiedene Werthe von y unendlich wird. Die Bedingung für die Oonvergenz 
besteht alsdann nach Obigem lediglich darin, dass die aus F'iy) abgeleitete 
Function lT(ip) von yj ^^ bis ij) ^ n endlich und stetig bleibe. Eine genauere 
Betrachtung der Bildungsweise von Jl'(tfi) ergiebt nun, dass, wenn das Unend- 
lichwerden von F'(y) so erfolgt, dass für jeden Werth c, für den -F'(/) einen 
unendhch grossen Werth erhält, VsF'(c±s) für ein unendlich kleines e selbst 
unendlich klein wird, die Continuität von Il'(tp) ebenso stattfindet wie in dem 
vorhin untersuchten Falle einer Überall endlichen Function F'(y) und mit ihr 
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die Convergenz der Reihe, welche die Dichtigkeit darstellt, dass hingegen im 
Allgemeinen Divergenz eintritt, wenn die eben aasgesprochene Bedingung nicht 
meh]' erfüllt ist. Obgleich die Begründung des erwähnten Resultates keine we- 
sentlichen Schwierigkeiten darbietet, so erfordert sie doch andererseits zu viel 
Raum und gewährt, zu wenig Interesse, um dieselbe hier durchzuführen. Es 
genügt für den sicheren Gehrauch der Reihe, durch das Obige die Fälle zu kennen, 
in denen allein die Oonvergenz der Reihe aufhören kann. Uebrigens wird sieh 
weiter unten Gelegenheit finden, die in einem solchen Falle wirklich eintretende 
Divergenz an einem höchst einfachen Beispiele nachzuweisen. 



Da die vorige Ableitung des für p gefundenen endlichen Ausdrucks ihre 
Gültigkeit verliert, wenn die Reihe zu convergiren aufhört, so bedarf es noch 
eines auf alle Fälle anwendbaren Beweises dieses Ausdrucks. 

Nach einem bekannten Satze nähert sieh der DifFerentialquotient -5— , 
wenn darin ß und (p als eonstant, r aber der Einheit sich nähernd gedacht werden, 
zwei vei^chiedenen Grenzen, je nachdem dabei immerfort r <C 1 oder r> 1 
vorausgesetzt wird. Nennt man diese Grenzwerthe beziehungsweise K und L, 
so wird die Dichtigkeit im entsprechenden Punkte der Fläche durch die Gleichung: 

«' = if-^'-'-^ 

bestimmt. Zwischen den Grenzen K, L und dem Potentialwerth V auf der 
Fläche findet ein einfacher Zusammenhang statt, so dass man es nur mit der 
Ausmittelung eines der Grenzwerthe zu thun hat. Sind nämlich v und v, die 
Potentialwerthe ftlr zwei Punkte auf demselben Radiusvector, deren Entfernungen 
vom Mittelpunkt, t und r^, der Gleichung: 



genügen, so hat jnan, wie leicht ersichtlich: 
^ 1 

und folglich : 

do, 1_ 1 dv 3r _ 1 1 dv 

10* 
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Man sieht also, dass: 

und: 

ist. Zxir Bestimmung von K bedarf es nur des für den inneren Raum geltenden 
Ausdrucks von v: 






welcher leicht ohne Reihenentwickelung bewiesen wird. Es genügt dazu die 
Bemerkung, dass der Ausdruck, wenn in demselben r sich seiner oberen Grenze 1 
nähert, nach einem bekannten vielfach behandelten Satze in /($, ^) = F über- 
geht, und dass derselbe andererseits der zuerst von Läplace für v aufgestellten 
partiellen Differentialgleichung genügt, da: 

(1 — 2rcosö>+)-0* ' 
als Function der Polarcoordinaten r, 6, (p betrachtet, ein particnläres Integral 
dieser Gleichung darstellt. Für den Fall, wo Ö = ist, nimmt der Ausdruck, 
wenn wieder y statt ff geschrieben und die frühere Bezeichnung beibehalten 
wird, die einfache Form an: 



. = Ki-.-)/^ 



Fiy^smydy 



'{ (l-2rcosj'+r^)f 

Differentiirte man den Ausdruck in dieser Gestalt, so würde sich der Grenzwerth 
von ^r— schwer bestimmen lassen, und es ist zweckmässig, vorher eine theil- 
weise Integration mit demselben vorzunehmen. Man erhält so: 

WO jetzt der Uebergang zur Grenze nach vorher geschehener Differentiation keine 
Schwierigkeiten mehr darbietet und das Resultat ergiebt: 

Hieraus folgt mit Berücksichtigung, dass für den Punkt p: 
V = F(0) 
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ist, die Gleichung: 

welche mit der aus der Reihe abgeleiteten übereinstimmt. 

3. 

Wird das Resultat, welches für den 6=0 entsprechenden Punkt ge- 
funden worden ist, auf einen beliebigen Punkt m übertragen, so ergiebt sich 
zur Bestimmung der Dichtigkeit die folgende allgemeine Regel. 

Man suche durch eine erste Integration für den von m als Mittelpunkt 
mit dem beliebigen sphärischen Radius Z auf der Fläche beschriebenen Kreis 
den mittleren Werth des gegebenen Potentials V. Bezeichnet man diesen mit 
(p(yi). so wird die gesuchte Dichtigkeit p durch die Gleichung gegeben: 



i^«-r^^4 



Man kann noch bemerken, dass, nach der Bedeutung der Function 5P(A), 
der besondere Werth ^(n) den Potentialwerth für den Gegenpunkt des Punktes m 
bezeichnet, und es bedarf kaum der Erwähnung, dass die Function (p(X) für 
jeden Punkt m eine andere sein, oder mit anderen Worten, dass 50 (A) ausser A 
noch die beiden Grössen enthalten wird, durch welche die Lage von m auf der 
Fläche bestimmt wird. 

Dagegen ist es vielleicht nicht Überflüssig, einem Irrthum vorzubeugen, 
welcher bei unaufmerksamer Betrachtung des eben ausgesprochenen Resultats 
leicht entstehen kann. Man ist auf den ersten Blick wegen des unter dem 
Integralzeichen vorkommenden, an der unteren Grenze verschwindenden Di- 
visors versucht zu vermuthen, dass das Integral nur für besondere Lagen des 
Punktes m endlich bleibt, im Allgemeinen aber unendlich wird, während gerade 
das umgekehrte Verhältniss stattfindet. Zunächst ist in Folge der Stetigkeit von 
9?(>i) leicht einzusehen, dass der Theil d^ Integrals, welcher sich von einem 
noch so kleinen positiven Werthe ^ bis zur oberen Grenze n erstreckt, immer 
bestimmt und endlich bleibt, wie oft auch yX'^) selbst in diesem Intervalle un- 
endlich werde. Dass aber auch für den von bis ö sich erstreckenden Theil 
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des Integrals, singulare Fälle ausgenommen, dasselbe gilt, hat seinen Grand darin, 
dass (p'(X) für kleine Werthe von X im Allgemeinen wie der Nenner von der 
ersten Ordnung ist. Stellt man den Poteiitialwerth V als Function /(*l, ^) der 
sphärischen Polarcoordinaten X, jp dar, deren Pol der Punkt m ist, wo dann: 



90-) = lJ'y.O^ ^')^^ 



wird, so tritt die erwähnte Eigenschaft nur deshalb nicht hervor, weil die Func- 
tion x(a, ip) keine beliebige ist sondern die besonderen Bedingungen erflillen 
muss, in Bezug auf y periodisch zu sein und für A = von tp unabhängig zu 
werden. Man überzeugt sich dagegen sogleich von dem vorhin Behaupteten, 
wenn man die Kugelfläche auf eine beliebige Ebene projicirt, deren Punkte auf 
zwei rechtwinklige Axen der t und u bezogen sind, und dann V für jeden 
Punkt durch die Coordinaten t, u seiner Projection ausdrückt. Es hat diese 
Darstellungsweise allerdings den Uebelstand, dass man, um die ganze Fläche zu 
umfassen, zwei Functionen von t und « zu betrachten hat; dieser Uebelstand 
fällt aber für unseren Zweck weg, der nur die Berücksichtigung eines beliebig 
kleinen, den Punkt m einschliessenden Flächenstücks erfordert. Nimmt man 
die an m gelegte Tangentialebene zur Projectionsebene, m zum Anfangspunkt 
der Coordinaten und setzt F= xQ, «X so hat diese neue Function keine andere 
Bedingung als die der Stetigkeit zu erfüllen. Da nun offenbar: 

t-^ smXcQ8\p, u = ämXsimp 
angenommen werden kann, so erhält ^(X) die Form: 

1 f"" 
<f(/C) = 5—- / xC^'^^^'^os'P: sin X du ip) dtp, 

in welcher das Stattfinden der oben erwähnten Eigenschaft einleuchtet, wenn 
anders die Differentialquotienten von /(^, w) bis zur zweiten Ordnung incl. für 
den Fall, wo gleichzeitig t = und m = ist, bestimmte endliche Werthe be- 
halten. Übrigens ist es für die Endlichkeit von p nicht einmal erforderlich, 
dass y'(X) für kleine Werthe der Veränderlichen von der ersten Ordnung sei; 
es genügt, dass die Ordnung von <p'(X) mit der irgend einer positiven Potenz 
von /i, übereinstimme. 

Ähnlich wie mit dem Unendlichwerden von p und der daraus folgenden 
Divergenz der Reihe verhält es sich mit dem Falle, wo die Keihe bei endlich 
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bleibender Dichtigkeit zu convergiren aufhört. Dieser Fall hat sogar noch 
weniger Umfang als der eben besprochene, wie man sich bei näherer Erwägung 
der Bedingungen, von denen er abhängt, sehr leicht überzeugen wird. 



4. 
Um das wirkliche Stattfinden der Divergenz der Reihe für p in den oben 
bezeichneten Ausnahmefällen durch ein einfaches Beispiel zu erläutern, machen 
wir die Voraussetzung, dass der Potentialwerth V den Winkel y nicht enthält 
und durch f(ff) dargestellt wird. Es tritt dann bekanntlich eine einfachere Form 
für die Kugelfunctionreihen ein, und man hat: 

wo der allgemeine Coefficient A„ durch die Gleichung: 

A„ ^ jf(d)P„(cos6)sinddd 
gegeben wird. Setzt man: 

so lange ö < -^tt, und: 

/(ö) = 0, 
wenn 6 zwischen ^n und n liegt, so wird der Forderung der Continuität genügt, 
und man hat das Integral: 






zu bestimmen. Da die Ausmittelung desselben mit Hülfe der bekannten Aus- 
drücke für P„(co8^ das Resultat nicht unmittelbar in der einfachsten Form er- 
giebt, so ist der folgende Weg vorzuziehen. 
In Folge der Gleichung: 



ist das gesuchte Integral der Coefficient von «" in dem entwickelten Ausdrucke: 



/;, 



in welchem der ächte Bruch cc als positiv betrachtet werden kann. Durch die 
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Substitution i = Veosö und Ausführung der Integration erhält man: 

Setzt man zur Erleichterung der Entwickelung: 



= arcsinl/-^'' „ 



und diiferentiirt, so kommt: 



;-=IS-/4=w^'""'-^"*^«*-'''-^-^' 



dz _ 

.nd wenn man integrirt und bemerkt, dass z mit « verschwindet: 



Setzt man ein, so erhält man iür die gesuchte Entwickelung: 

-U(^-|)-(|-|)«-(|-|)"'-(^-i)«--)- 

wo die Vorzeichen innerlialb der Klammei- die viergliedi-ige Periode: 



bilden, welche durch (^_ 1^5"'"+'' dargestellt werden kann. Es ist also; 

1 i_ _ 

(2ij— l)(2>i+3) ' 



A, = _(„l)i*+»- 2 



und obige Reihen erhalten die Form: 

2«+l 

(2»-l)(2«+3) ' 

Nach dem im vorigen Artikel Bemerkten sieht man in unserem Falle ohne 
Schwierigkeit, dass der Differentialquotient <p'{k) nur dann, und zwar für X = ^ti, 
so unendlich wird, dass die am Ende von Art. 1 ausgesprochene Bedingung nicht 
erfüllt ist, wenn der Punkt m dem Werthe 6 = oder ö = ti entspricht, in 
welchen Fällen jedoch y?'(;i) für kleine Werthe von ^ die Ordnung A und also 
Q einen bestimmten endlichen Wei-th behält, so wie auch dass die Dichtigkeit 
nur am Äquator oder für = ^n unendlich wird, indem alsdann f'{X) für ein 
kleines Z von der Ordnung X'' ist. In diesen drei Fällen wird also die Reihe 
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ZU coiivergiren aufhören, wovon man sich sogleich überzeugt, wenn man berück- 
sichtigt, dass P„(cosö) für Ö— und 6 = n beziehungsweise die Werthe 1 
und (^1)" hat, für ö = -^^ aber, wenn n ungerade ist, verschwindet und. wenn 
n gerade ist, dem Ausdrucke: 

1.8.0. .. («-1) , ,,5„ 



2.4.6...™ ^ '^ 

gleich wird, welcher bekanntlich für gi'osse Werthe von n von der Ordnung n"' ist. 
In den beiden ersten Fällen, wo p einen bestimmten endlichen Werth 
behält, hat die Reihe den Charakter einer oscillirenden, indem ihre Glieder, von 
denen unter je vier auf einander folgenden zwei das positive und zwei das ne- 
gative Zeichen haben, sich der Einheit als Grenze nähern, während im dritten 
Falle alle Glieder dasselbe Vorzeichen erhalten und eine unendlich grosse Summe 
ergeben. 

5. 
Obgleich die Methode, durch welche wir vorhin den Coefficienten A^ be- 
stimmt haben, nicht mehr anwendbar ist, wenn man, unter Beibehaltung der 
Voraussetzung f(ff) ^ für den zweiten Theil des Intervalls, im ersten f(ff) = cos* 
annimmt, wo k eine beliebige positive Constante bezeichnet, so lässt die höchst 
einfache Form des für den besonderen Werth k ^ ^ gefundenen Resultats etwas 
Ähnliches für den allgemeineren Fall erwarten. Da der einfachste Ausdruck von 
A„ jedoch etwas vei-steckt ist, so wollen wir uns einen Augenblick bei dessen 
Ausmittelung aufhalten. PoissoN, welcher in einer seiner Abhandlungen*) die 
eben detinirte Function als Beispiel der Entwickelung nach Kugelfnnctionen ge- 
wählt hat, lässt dem Coefficienten A„ <lie Form: 

l.Z...iin-\) ( 1 n (n-l) 1 ^(«-l)(»-2)(»-3) _J ^ 

1.2. ..M U-l-M-1-1 2(2«~1) A-Hn— 1 2.4.(2«— 1X2«— 3) ' k-Hi—3 '")' 

in welcher sich derselbe unmittelbar darstellt, wenn man bei der Entwickelung 
den gewöhnlichen Ausdruck von /'„(cosö) zu Grunde legt, ohne die grosse Ver- 
einfachung zu bemerken, deren diese Form fähig ist, und welche man in der 
That nicht leicht vermuthet, wenn man nlclit durch einen besonderen Fall, wie 
der obige, darauf aufmerksam gemacht wird. Zu dem einfachsten Ausdi'uck 
für A„ führt der folgende sehr kurze, wenn auch nicht elementare Weg. 



•) C< 
. Lej 
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Da nach §. 1 der früheren Abhandlung^) die beiden Integrale: 

^ •ly2(cosip — COS)") ' ^ •ly2(costp — cosy) 

resp. den Coefficienten von «" in den Entwickelungen von: 

1 1 1+ß 1 , 1 1—« 



2 2 yi_2acosY+a'' ' 2 2 "|/i— äßcos^+a' 

gleich sind, so erhält man durch Addition: 

PJcosy) = — - ^^^ — •'•^^ dw. 
^{ y2(cos^>—cosY) 

Wird diese Gleichung mit cos'^y&mydy multiplicirt, alsdann von ;' = bis j' = iji 
integrirt, und die Ordnung der Integrationen auf der zweiten Seite umgekehrt, 
so ergiebt sich: 



^" = -|-/^'/'cos(«+i)y>J— 



cos" /sin/ 



"|/2(cosV— cosr) 



oder, wenn man für / durch die Gleichung cos/ = tcosyj eine neue Veränder- 
liche t einführt, wodurch sich die beiden Integrationen von einander trennen: 



^{Vi — t i 



Nun ist nach einer bekannten Formel: 



^)xpdtp. 



[cOfi>'-^lpCOS(flpdlp = -FTTTi -^7 



in welcher die Oonstante |) positiv sein muss und die Transcendente r(J'), wenn 
das Argument l negativ wird, nach der Relation /"(/+!) = irQ), oder, was 
dasselbe ist, nach der von Gauss gegebenen Definition zu verstehen ist, welche 
positive und negative Argumente gleichmäÄsig umfasst. Vermittelst dieser Formel 
und der bekannten Darstellung eines EuLERschen Integrals der ersten Gattung 
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durch drei der zweiten, wird unsere Grleichung: 



ra(k+n^d))r{Uk-n-h2)) 2'-' 



_ k(k—lXk—2)--(k—n-h'i) r(k—n + l) Ytt 

^" - K^-[-w+i}.(K^-HJ*4-i)-i)-(^(A-H«-M)-7»)' r(i(^-'(-Hi))rii(^-n+2)) "a^+i' 

und wenn man für den zweiten Factor seinen bekannten Werth 2*~"7i~^ setzt: 

_ k{k—lXk—2')---(k—n-hl) 

^^ — (k+n+lXk-hn~-lXk-hn — 3)---(k—n+l) ' 

wo die Factoren im Nenner um zwei Einheiten abnehmen. 

Es bedarf kaum der Erwähnung, dass dieser einfache Ausdruck mit der 
grössten Leichtigkeit verificirt werden kann. Man darf denselben z. B. nur in 
Partialbrüche zerlegen, um die Übereinstimmung mit dem oben erwähnten zu 
erkennen. Will man letzteren zu dieser Verifieation nicht benutzen, so kann 
man sich dazu der Gleichung: 

CnH-l}^„+,,s = C2«+l)^„,*+,— H^„_,,t 

bedienen, die unmittelbar aus der Relation folgt, welche zwischen je drei auf- 
einander folgenden der Entwickelungscoefficienten J*„(cos^) .stattfindet. 

Um den gefundenen Ausdruck noch weiter zu vereinfachen, hat man zu 
unterscheiden, ob n gerade oder ungerade ist, und erhält beziehungsweise: 

_ k{k^2) (k-n-i^2) _ (k^lXk-Qy...(k^n+ 2) 

^"~ (i'+lXÄ+3)-.-(i+M+l) ' " (k+2Xk+i>-ik+n+l) ■ 

Mit Hülfe dieser Ausdrücke und der bekannten Formeln, welche die genäherten 
Werthe von Facultäten sehr grosser Factorenanzahl ergeben, kann man sich 
leicht überzeugen, dass der ohen speciell untersuchte Fall k ^ ^ hinsichtlich 
der bei ö ^ und 6 = n stattfindenden Divergenz der Reihe gerade der 
Grenzfall ist, und dass die Divergenz aufhört, sobald ^ > -^ ist. Anders ver- 
hält es sich dagegen mit dem Werthe ö = ^-jr; an dieser Stelle besteht die 
Divergenz und der unendlich grosse Werth der Dichtigkeit so lange fort, als 
nicht Ä >■ 1 angenommen wird. 

11' 
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"Wir wollen nun noch von dem für die Dichtigkeit gefundenen endlichen 
Ausdruck eine Anwendung auf einen speciellen Ifall machen. Wird wieder V als 
eine blosse Function von 6 betrachtet, die wir in die Form /(cosö) bringen 
können, so wird auch ^ nur von der sphärischen Entfernung 6 des Punktes m 
vom Pol p abhängen. Auf dem von m als Mittelpunkt mit dem sphänschen 
Radius A beschriebenen Kreise ist dann in Folge der Grundformei der Trigo- 
nometrie: 

V = /(cosÖcos/l+sitiösinAcost/j), 

wo t/' den Winkel zwischen einem beliebigen Radius /i und dem von m nach 
p gerichteten bezeichnet. Da dieser Ausdruck für ifi und — y/ denselben Werth 
hat, so kann man das den mittleren Werth <p(^) ausdrückende Integral von 
yj ^ bis w =. n nehmen und dann verdoppeln. Man erhält so: 



1 /■" 
y(A) ^= — l/(cosÖcosA+sinösinAcoa»//)(?(/;. 



So oft sich y>'(^) ohne Integralzeichen darstellen lässt, was namentlich der Fall 
ist, wenn /(s) oder noch allgemeiner f'(z) eine rationale Function von z ist, 
mag nun die Form dieser Function für das ganze Intervall zwischen 5— —1 
und z = +1. dieselbe bleiben oder sich stellenweise so ändern, dass die Stetig- 
keit nicht verletzt wird, wird p auf ein einfaches Integi'al zurückgeführt oder 
selbst ohne Integralzeichen ausgedrückt werden können*). 

Wir behandeln unter den hierher gehörigen Fällen nur den, wo: 

/(cosö) = cosö, 
so Jange ö<C-^7t, und: 

/(cosö) = 0, 
wenn ö > 4-^ angenommen wird. Das Integral wird sich dann nur über den 

*) Im allgeiDBinen Faiie, wo V beide Winkel 6, 7> enthält, liBclet die Zurückfflhning von ff auf eine 
emta'he Quadratur imioer statt, wenn m^n, a- = cusfl, y =^ sinöcos^, s=^sin6sinif setzend, V durch eine 
Function /(i:,y,i) dei brosssu % y, z darstellen kann, deren drei Differentialquotienten erster Ordnung ra- 
tionale, ganze oder gebrochene Functionen von x, y, e sind, wobei wieder die Form von /(x, j, z) in ver- 
sthiedenen Theilen der Hache eine andere sein kann, was ein durch seinen grossen Umfang bemerbens- 
werthes Resultat ist 
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Theil des Intervalls zwischen j/j = und ip == n erstrecket!, innerhalb dessen : 
cos öcoa.l+sinösm^ 0031/) 

positive Werthe erhält. Setzt man B<i\n voraus, auf welchen Fall der, wo 
ö ;> -L^T ist, leicht zurückgeführt wird, so findet man durch eine einfache Dis- 
cussion des vorigen Ausdrucks, dass, so lange X unter \n—6 liegt, das Integral 
von ip ^ bis yj = n zu nehmen ist, dass für die Werthe von ^, welche 
zwischen ^n^6 und ^n-hO liegen, die Grenzen des Integrals und der durch 
die Gleichung: 

cosöcos^.4-sinösmAcosi/y, = 

bestimmte, zwischen und n liegende Winkel i/'i sind, und dass endlich für 
Ji^l;r+Ö das Integral verschwindet, indem der obige Ausdruck immerfort 
negativ ist. Die Function (f(X) ist also nach den drei eben unterschiedenen 
Intervallen : 

cosöcosJ., — f (comO coäX-i-&inddnXcosxfi)d>p , 0, 

wo im zweiten Falle die Ausführung der Integration zur Abkürzung der Rech- 
nung bis nach der Differentiation aufgeschoben ist. Bei dieser verschwindet das 
von der Veränderlichkeit der oberen Grenze Vi herrührende Glied in Folge der 
ip, bestimmenden Gleichung, und man erhält für ^'(A) die drei Ausdrücke: 

— cosösinA, - ( — Vi cosösin^+sint^jSmöcos^), 0, 

an welchen man sich im Vorbeigehen überzeugen kann, dass, wenigstens so lange 
m auf der Halbkugel bleibt, für welche sie gelten, (p'(X) nicht unendlich wird 
und für ein kleines A, für welches die erste Formel gilt, von der ersten Ordnung 
bleibt. Es findet in letzterer Beziehung nur für ö = -|-7i eine Ausnahme statt, 
in welchem Falle, da die beiden äusseren Intervalle verschwinden, (p'(^) Überall 
den Ausdruck — cosA erhält, welcher für kleine Werthe von A von der Ord- 

71 

nung Null ist, so dass also am Äquator eine unendlich grosse Dichtigkeit 
stattfindet. 

Nach den für 5p'(A) gehindenen Ausdrücken zerfällt das im allgemeinen 
Ausdrucke für p enthaltene Integral in zwei andere, welche sich beziehungsweise 
von bis ^n—B und von -^71—6 bis ^n-\-d erstrecken, und dei-en erstes den 
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einfachen Wertli : 

erhält. Das zweite, welches aus zwei Theilen besteht, ist, wenn man zunächst 
■die Grenzen nicht berücksichtigt: 

siüö fäinip^aQsX 2cosd f ^ ,, ,, 

( ^-r^ — ai \tp, cos i<l d?. , 

7t J Sin-^A 71 J^' ' ' 

und erhält durch theilweise Integration des letzten Theils die Form: 

Bemerkt man, dass nach der ipi bestimmenden Gleichung an den Grenzen resp. 
yj^ =^ TT und yj, = ist, so erhält man beim Übergange zu den Grenzen aus 
dem vom Integralzeichen freien Gliede einen Werth, welcher dem oben für das 
erste Integral gefundenen entgegengesetzt ist. Es bleiben daher nur die beiden 
ersten Glieder, welche durch Substitution der aus der Gleichung für ^"1 sich 
ergebenden Ausdrücke: 



sini//, = 



sin ff sin A 



dtp, __ (losö 1 

dX " siiiA y^a'ö—cosU 

die Form erhalten: 

1 C '^osl ,r--—rÄ fT 11 4cos^ö fsiniA d). 

— -.-^ -.— r^Vsm'p — ma /Uli -^-^V- ■ — , 

ji J sin-tsm-^A 7t J sva.?. l/sin^ff— -cüs'Ä 

in welcher die Integrale von ^ = ^ti — bis k = ^n + d zu nehmen sind. Führt 
man als neue Veränderliche z = -.— «■ ein, so werden die Grenzen für diese +1 
und — ^1, oder wenn man das Vorzeichen ändert, — 1 und +1, und man er- 
hält, wenn man in den Ausdruck für p einsetzt und zugleich berücksichtigt, 
■dass ^(n) verschwindet: 



21/2 ü'^'' ^ 1 — s'siE^t 



^(1—z'Xi—zsmO) 
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Dieses Resultat enthält nur scheinbar einen von den elliptischen Integralen der 
dritten Gattung abhängigen Bestandtheil. Da nämlich die G-renzen zwei der 
aufeinander folgenden Werthe sind, für welche das Eadical verscbwindetj so 
wird der Ausdruck, auf die gewöhnliche Form gebracht, nur sogenannte voll- 
ständige elliptische Integrale enthalten*) und folglich nach einem schönen von 
Legendre herrührenden Satze auf die erste und zweite Gattung zurückgeführt 
werden können. 

Zum Schluss wollen wir noch bemerken, wie der in der oben erwähnten 
Abhandlung behandelte Fall des Problems für eine Fläche, welche nur wenig 
von der Kugelfläche abweicht, ohne Reihenentwiekelung auf den Fall der Kugel 
zurückgeführt werden kann. 

Es sei r = 1 +/Ä die Gleichung der Fläche, worin y eine kleine Constante, 
deren höhere Potenzen vernachlässigt werden sollen, und 2 eine Function von 
6 und y bezeichnet. Kommt man überein, den Werth, welchen eine Function 
von 6, (p erhält, wenn darin ö, (p in 6\ if' verwandelt werden, durch einen 
hinzugefügten Accent zu bezeichnen, nennt ds' das zu 6\ (p' gehörige Element 
der Fläche, und f die Entfernung der den Coordinatenverbindungen Ö, <p und 
Ö', (p' entsprechenden Punkte derselben, so erfordert die Aufgabe, dass der 
Gleichung: 



J p ' 



worin sich die doppelte Integration über die ganze Fläche, oder von $' = 0, 
y' = bis 0' ^ n, y' ^ 271 erstreckt, für alle Werthe von ß, (p in demselben 
Umfange genügt werde. Ist rf*/ das dem Elemente ds' entsprechende Element 
der Kugelfläche, welches von denselben Eadienvectoren wie dieses ausgeschieden 
wird, und q. die Entfernung der auf der Kugeifläche zu ö, p und Ö', p> gehö- 
rigen Punkte, so hat man sogleich durch die einfachsten geometrischen Be- 
trachtungen: 

ds' = {\^iy2")dG' 
und 

*) Fundamenta nora theoriae functioniiin ellipt.icarum, ancloro C. G. J. Jacobi, p. 14.') 
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Setzt man diese Ausdrücke ein, so wird unsere Gleichung: 

oder: 



^-^^4'^=j^-a+^r^'y- 



, da' 
? 

Da in Folge der vorletzten Gleichung das in der letzten mit / multiplicirte 
Integral von V nur um eine Grösse der Ordnung y verschieden ist, so kann 
V für dasselbe gesetzt werden, und man erhält die Gleichung: 

■J q 

durch welche die Aufgabe auf den Fall der Kugelfläche zurückgeführt ist. Man 
sieht, dass man den gegebenen Potentialwerth, mit 1-i-^yz multlpHeirt, als 
für die Kugelfläche geltend zu betrachten und dann die für diese VoraussetzEing 
bestimmte Dichtigkeit durch l-h^yz zu dividiren hat. 
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ÜBEE 
BIE ZEELEeBAKKEIT DEK ZAHLEN IN DEM OÜADEATE. 

Die Theorie der Zerlegung der ganzen Zahlen n, welche nicht eine der 
Formen 4k, 8i"-i-7 haben, in drei Quadrate ohne gemeinschaftlichen Theiler, 
gehört zu den eomplicirteren der höheren Arithmetik, wenn man diese Theorie 
vollständig entwickeln, d, h. nicht bloss die Zerlegbarkeit nachweisen, sondern 
zugleich die Anzahl aller möglichen Zerlegungen bestimmen will, welche ent- 
weder durch die der binären Formen für die Determinante — n, wie es G-auss 
zuerst gezeigt hat*), oder auch unabhängig von dieser letzteren ausgedrückt 
werden kann**). Da es jedoch Fälle giebt, in denen nur die Zerlegbarkeit vor- 
auszusetzen ist, wie denn namentlich der von Cauchy gegebene***), später von 
Legendre vereinfachte Beweis des FERMAT'scheh Satzes über die Polygonal- 
zahlen lediglich darauf beruht, dass jede Zahl, mit Ausnahme der vorher aus- 
geschlossenen, die Summe von drei Quadraten ist, so scheint ein einfacher Be- 
weis für die Zerlegbarkelt nicht ganz ohne Interesse zu sein. Ein solcher soll 
in diesem Aufsatz mitgetheilt werden. 

Zunächst bedarf man dazu des bekannten Satzes, dass jede positive ter- 
näre Form von der Determinante ^1, d. h. jeder Ausdruck; 

(1) aa:^-\-by''-ArCZ^-\-'ia.'yz-{-2b'xz-\r'ic'icy, 



") Disquisitiones avjthmcticae ai't. 229. 
**) Ckbllb's Journal Band 21, Seite 155.') 
*"*) Eiereices de Mathematiques par Caochy, anuee 1826 

■) S.496 des L Baumes dieser Anagabe vou G. L^eune Dirlchle^-a 
>) OeuTtea complites d'AngnsÖQ Cauoh;, II. Strie, Tome VI, p. 31 
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dessen garizzahlige Coefficienten der Gleichung: 

(2) aa'^+hb'^+cc'°-—abc--^a'i'c' = —1 
genügen und iiberdies die Bedingungen erfüllen, dass: 

a, b, c, bc~a'\ ac—h'\ ab^c' 

positiv sind (von weichen Bedingungen übrigens die erste und vierte die übrigen 
involviren), mit der Form: 

(3) x'+f+i- 

äquivalent ist. Zum Beweise dieses Satzes genügt es, sich zu überzeugen, dass für 
die Determinante —1 der Ausdruck (3) die einzige redueirte positive Form ist. 
Soll die Form (1) eine redueirte sein, so darf nach dem am Ende der 
vorhergehenden Abhandlung^) bewiesenen Satze abc nicht grösser als 2 sein, 
woraus, wenn man ß<5<c voraussetzt, sogleich: 



folgt. Da nun aber andererseits nach der Definition der reducirten Formen 
sowohl 2c' als auch 2b', abgesehen vom Zeichen, nicht grösser als a sein darf 
und 2«' nicht grösser als b, so erhält man: 

und dann aus (2): 

c = 1. 

Dies vorausgesetzt, wird die Zerlegbarkeit der positiven Zahl a darge- 
than sein, sobald man eine positive ternäi'e Form (1) von der Determinante —1 
gefunden hat, deren erster Coefficient « ist. Da nämlich eine solche Form mit 
der Form (3) äquivalent ist, so kaim letztere in sie transformirt werden, und 
man erhält: 

a = ß^+ß'^+ß"^ 
wo ft, a\ ce" drei der neun Substitntionscoefficienten sind und keinen gemein- 
schaftlichen Theiler haben können, da jedes Glied der aus diesen neun Coeffi- 
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cienten gebildeten Determinante entweder «, oder ci\ oder a" zum Factor hat, 
und diese Determinante der Einheit gleich ist. 

Alles kommt also darauf hinaus, a als gegeben angenommen, der Grlei- 
chung (2) durch fünf ganze Zahlen b, c, a\ V, c' zu genügen, wobei nur noch 
die einzige Bedingung zu erfüllen ist, dass bc — a'^ positiv werden muss. Nimmt 
man b' = 1, c' = 0, so wird die Gleichung: 



gesetzt ist, und man hat nur zu zeigen, dass man die positive Zahl J so wählen 
kann, dass — z/ quadratischer Rest von b =^ a/i — 1 wird, indem unter dieser 
Voraussetzung c und a' sich so bestimmen lassen, dass a''' — bc := —A wird. 
Es soll nun nachgewiesen werden, dass der eben ausgesprochenen Bedingung 
immer durch einen ungeraden Werth J genügt werden kann, für den, wenn a 
die Form 4Ä + 2 hat, h = aA — 1 einer ungeraden Primzahl p und, wenn a 
ungerade aber nicht von der Form 8^+7 ist, dem Doppelten einer solchen 
Pi-imzahl p gleich wird. 

Beginnen wir mit dem zweiten Fall, so haben wir die Gleichung: 

worin wir zunächst p noch nicht als Primzahl, sondern bloss ungerade voraus- 
setzen. Setzt man J = St-\-s, wo s einer der Zahlen 1, 3, 5, 7 gleich ist, so 
sieht man sogleich, dass in jedem der vier Fälle, weiche a in Bezug auf den 
Divisor 8 darbieten kann, A zwei Formen nach diesem Divisor oder « zwei 
Werthe zulässt, wenn p, wie wir verlangen, ungerade sein soll. Fi'jr jeden der 
sich so ergebenden acht Fälle wende man in der aus 2p ^ a// — 1 folgenden 
Gleichung: 



(worin das LEGENDRE'sche Zeichen In der von Jacübi eingeführten erweiterten 
Bedeutung gebraucht Ist) auf die erste Seite das Eeciprocitätsgesetz an, setze 
für 1 — T-1 seinen bekannten Werth und multlplicire dann mit 1-^ | = ±l, 
wo it 1 ebenfalls nach der jedesmaligen Linearfonn von ;p bekannt sein wird. 
Man erhält so die Resultate: 
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= 8i+3, 



i^h 
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J = 8t+T, p = 4s+3, 

L/=^8(H-1, p = 4s+l, 

I ^ = 8^+5, p = 4»+3. 

= 81+3, y = 4«+3, 

= 8f+7, p = 4.+ l, 

= 8f+), y = 4s+3, 

= 81+5, p = 4ä-h1, 



a = 8t+5, 



ä = Sk-{ 



i-^)- 



{^) 



Man sieht, dass wenn, wie vorausgesetzt worden, a nicht von der Form 8/i:H-7 

ist, der Bedingung (■ 1 = 1 immer genügt werden kann. Dass aber auch 

in allen acht Fällen p eine Primzahl werden kann, erhellt aus dem Ausdruck: 

in weichem ^(as — 1) nach der Wahl von s ungerade und überdies ohne ge- 
ineinschaftlichen Theiler mit a ist. Dieser Ausdruck ist also das allgemeine 
Glied einer arithmetischen Reihe, welche nothwendig Primzahlen enthält. Hat 

man nun eine Primzahl p, för welche (- ) = 1, so ist — z) quadratischer 

Rest von p und folglieh auch von 2p, w. z. b. w, 

Im Falle eines geraden a setzen wir sogleich « = 4/;+2, da man im 
voraus weiss, dass für a ^ ik die Bedingung sich nicht erfüllen lässt. Da wir 
in der Gleichung; 

p = aJ — 1 

z/ ungerade voraussetzen, so hat p die Form is-hX, und man erhält: 

Man muss also J die Form 4(-f-l geben, damit 1- — — j = 1 werde. Man er- 
hält so: 

p = 4a(_j_fl— 1, 

und dieser Ausdruck kann wieder eine Primzahl werden, von welcher dann — z/ 
quadratischer Rest ist. 
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Die Anwendung des eben entwickelten Verfahrens ist nicht auf den Fall 
der Determinante — 1 beschränkt, und wir wollen noch ein zweites Beispiel für 
die Determinante — 3 hinzufügen. 

Sucht man wieder, wie oben, die reducirten Formen für diese Deter- 
minante, so giebt die Bedingung: 

abc £ 6, 
unter der Voraussetzung a^fi^e, für a den Werth 1, während b gleich 1 
oder 2 sein kann. Es folgt dann, da 2c' und 2b' numerisch nicht grösser als 
a = 1 sein dürfen : 

b' = c' = 0, 
und die Gleichung, durch welche die Determinante bestimmt wird, rediicirt sich auf: 

a"^bc = -3. 
Da nun auch 2a' numerisch nicht grösser als b sein darf, so hat man, wenn 
h = 1 ist, a' = 0, und folglich c = 3. Ist dagegen 6 = 2, so hat man 2a' = 
oder 2a' = ±2. Der erste Werth genügt obiger Gleichung nicht, in welcher 
hc^4 ist. Es bleibt also nur a=±l zusetzen, woraus sich c=2 ergiebt. 
Vernachlässigt, man das untere Zeichen, was auf eine blosse Zeichenänderung 
von z hinauskommt, so erhält man demnach die beiden reducirten Formen: 

so dass also jede positive ternäre Form (1) von der Determinante —3, d. h. 
in welcher die Coefficienten die Gleichung: 

(5) aa"+bb"-hcG'-'-^abc-2a'b'c' = —3 

befriedigen, einer dieser Formen (4) äquivalent sein wird. Untersucht man nun 
die Reste nach dem Divisor 8, welche die Ausdrücke (4) lassen, wenn man in 
denselben den Elementen x, y, z alle Combinationen gerader und ungerader 
Wertbe beilegt, wobei nur die Gleichzeitigkeit von drei geraden Werthen aus- 
zuschliessen ist, da die Elemente immer ohne gemeinschaftlichen Theiler voraus- 
zusetzen smd, so findet man, dass die erate der Formen (4) alle möglichen Reste 
nach dem Modul 8 darbietet, während der zweite Ausdruck für keine Combi- 
nation eine der Formen 84+5, 4A; annimmt. Erwägt man nun ferner, dass 
zwei äquivalente Formen immer dieselben Zahlen darstellen, so wird man für 
eine Form der Detenninante — 3, die eine Zahl 8A+5 oder 44 darstellt (was 
namentlich immer der Fall ist, wenn einer Ihrer drei ersten Coefficienten, z. B. 
h, eine solche Zahl ist), sogleich schliessen können, dass sie nicht mit der 
zweiten, und folglich, dass sie mit der ersten der Formen (4) äquivalent ist. 
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Soll nun bewiesen werden, dass die gegebene Zahl a durch die erete 
der Formen (4) darstellbar ist, so haben wir nach unserer obigen Betrachtungs- 
weise, und indem wir in (5) wieder: 

b' = 1, c' = 0, J = hc—a'^ 
setzen, nur darzuthun, dass die positive Zahl ^ so bestimmt werden kann, dass 
b^aJ — 3 die Form 8Ä:+5 oder 4A erhält und —J zugleich quadratischer 
Eest von h wird. Wir beschränken uns dabei auf die Zahlen a, welche mit 
der Determinante keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, d. h. nicht durch 3 
theilbar sind. Setzt man; 

J = 8J', 
wo J' ungerade und nicht durch 3 theilbar sein soll, so wird b relative Prim- 
zahl zu J' sein und die Form 8k-h^ erhalten, und wir haben nur noch die 
andere Bedingung zu erfüllen. Aus der Gleichung b^SaJ' — ^3 folgt sogleich: 

oder, wenn man die Congruenz b^ 1 (mod. 4) beriicksichtig;t und bekannte 
Sätze anwendet: 



Durch Multiplication mit I-.-J ^ I 

und man sieht, dass die Bedingung I 

und folglich: 

b = 48a(— 8«— 3 ■ 
gesetzt wird. Da dieser letztere Ausdruck offenbar einer Primzahl gleich wei-den 
kann, so ist bewiesen, dass jede nicht durch 3 theilbare Zahl durch die Form: 

so ausgedrückt werden kann, dass x, y, z keinen gemeinschafüichen Theiler er- 
halten. Ähnliche Betrachtungen lassen sich auf die durch 3 theilbaren Zahlen, zu 
deren Darstellbarkeit eine sich leicht ergebende Bedingung erforderlich ist, so wie 
auch auf die durch die zweite der Formen (4) ausdrückbaren Zahlen anwenden. 
Berlin, im Juni 1850. 
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ÜBEK EIN DIE DIVISION BETKEPFENDES PROBLEM. 

[Mitgetheilt in der SitzuDg der physikalisch- mathematischen Classe 
der Akademie der Wissenschaften am 20. Januar 1851.*)] 



In einer Abhandlung**), welche sich unter denen des Jahres 1849 be- 
findet, ist beiläufig bemerkt worden, dass bei der Division einer ganzen Zahl n 
durch alle nicht grösseren der Fall häufiger vorkommt, dass der Rest unter 
dem halben Divisor liegt, als der entgegengesetzte, wo er denselben übertrifft 
oder ihm gleich ist, und es ist dort zugleich gezeigt worden, dass das Ver- 
hältniss der Anzahl der Divisoren, bei welchen der erste Fall eintritt, zu ihrer 
Gesammtanzahl n für ein wachsendes n sich der Grenze 2 — log4 ^ 0,61370 .. . 
nähert. Es scheint einiges Interesse darzubieten, die Untersuchung zu verall- 
gemeinern und die Anzahl h derjenigen der Divisoren 1, 2, . . ., p, wo p< n, 
zu bestimmen, denen ein Rest entspricht, dessen Verhältniss zum Divisor unter 
einem gegebenen echten Bruche « liegt. Bedient man sich der eckigen 
Klammern zur Bezeichnung der grössten ganzen Zahl, welche der eingeklam- 
merte Werth enthält, so dass also x — \^ immer Null oder ein positiver echter 
Bruch ist, so ist leicht zu sehen, dass der Divisor s die verlangte Eigenschaft 

haben oder nicht haben wird, je nachdem die Differenz — r l — " '^^^' P*'~ 



•*) Über die Bestimmung der mittleren Wertlie in der Zahlentheorie. ') 

') Bd. n, 3.49 diestr Ausgabe von G.Lejcune Diriclilefs Werkao. Di« an geführte Bemerkniig flod 

13* 
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sitiven Einheit oder der Null gleich ist. Man hat also: 



m-i^"\)-m-m-'\' 



■wo sich das Sitiamenzeichen, wie überall im Folgenden, auf s bezieht. In dieser 
Form ist der Ausdruck für h weder zur numerischen Rechnung geeignet, noch 
lässt sieh daraus erkennen, wie k für wachsende Werthe von n und p sich 
ändert. Eine diesem doppelten Zweck entsprechende Gestalt erhält derselbe 
durch die folgende auch in vielen anderen Fällen anwendbare Umformung. 

Es sei y =f(x) eine Function, welche, wemi die Veränderliche x von 
X = fi bis X ^ p wächst, immerfort abnimmt. Die durch Umkehrung daraus 
entstehende Function x = F(jy) wird offenbar denselben Charakter haben und 
ebenfalls immer kleiner werden, während die Veränderliche y von t/^f(p) bis 
y ^f(_fi) zunimmt. Versteht man unter den Constanten fi und p ganze Zahlen, 
setzt zur Abkttrzung: 

und bildet die Reihe: 

in welcher jedes Glied dem folgenden gleich ist oder dasselbe übertrifft, so soll 
nun ausgemittelt werden, welche Glieder dieser Reihe einer beliebigen zwischen 
q und y liegenden ganzen Zahl t gleich sind. 

Hierzu suche man zunächst den völlig bestimmten Zeiger s desjenigen 
Gliedes, dessen Werth ^t, während das folgende <it ist. Man hat also: 

oder, was dasselbe ist: 

/(.)£<, /{,+ixt, 

und hieraus folgt nach der über die Function fix) gemachten Voraussetzung: 
also: 

» = moi- 

Wendet man dieses Resultat auf t und t-i~ 1 an, so sieht man, dass der Werth t 
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nur denjenigen Gliedern zukommt, deren Zeiger s die doppelte Bedingung: 

s>[F(t+l)], s^[Fit)] 

erfüllen. Dieses Resultat erleidet, wegen des gegebenen Anfangs und Endes der 
Reihe, für f = v die Modification, dass alsdann die erste Bedingung s^/n wird, 
und für i ^= q die, dass statt der zweiten s ^p zu setzen ist. 

Mit Berücksichtigung dieses Resultates ist es nun leicht, die Summe: 

i[/(^)]<PW, 

in welcher ^{s) eine ganz beliebige Function bedeutet, dadurch zu transformiren, 
dass man zuerst alle Glieder vereinigt, in denen [/(«)] einen und denselben Werth 
hat, und dann alle so erhaltenen Paftialsummen addirt. Setzt man: 

SO erhält man ffir die Partialsumme, in welcher [/(s)] den Werth ; hat: 
t{^[F(t)]—^[F(t-\-l)]i, wenn 5<(<i' Ist, 

i'(9'[F(r)]— 9'(/()), wtinn t = v ist, 

q(^(p)—9>[F(q+l)]), wenn t=q Ut, 
und also: 

,»-1-1 9+1 

Sondert man jetat in jeder der beiden Sununen, welche der oben für h 
gegebene Ausdruck enthält, die ß ersten Glieder ab und wendet die eben ge- 
fundene Formel auf die übrigen Glieder an, so ergiebt sich: 



[i]-"™'' \j] = i'"'' ""'^ 



— (I ^ g' gesetzt ist. 
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Bezeichnet man zur Abkürzung v — p' mit 3 und q — q' mit e, so dass 
3 und s nur die Werthe oder 1 haben können, bringt die letzte Summe in 
die Form: 

und substituirt, so kommt: 

Die eben bewirkte Umformung, obgleich für alle Werthe von p gültig, 
ist ntn' in dem Falle vortheilhaft, wenn j} grösser als Vn ist, und wird bei 
dieser Voraussetzung am vortheilhaftesten, wenn man, wie es im Folgenden 
geschehen soll, ffir die bisher beliebig gelassene Zahl ju, eine der ganzen Zahlen 
wählt, welche Vn benachbart sind. Wie leicht zu Übei«ehen, beträgt alsdann 
die Anzahl der zur genauen Bestimnmng von /i nöthigen Divisionen ungefähr: 

21/«--, 

während der ursprüngliche Ausdruck p Divisionen erforderte. 

Wir wollen nun unter der Voraussetzung, dass p von einer höheren Orö- 

nune als Vn ist, d. h. dass -^ mit n über iede Grenze hinaus wächst, den 
" ' ]/^ ■^ ' 

Grenzwerth des Verhältnisses — der Anzahl der Divisoren, welchen die ver- 

P 
langte Eigenschaft zukommt, zu deren Gesammtzahl p zu bestimmen suchen. 
Bei dieser Untersuchung kann man in dem Ausdrucke für h alle Glieder, deren 
Ordnung niedriger als die von p ist, vernachlässigen. Lässt man das erste weg, 
dessen Ordnung \n nicht überschreiten, so wie das vierte, welches nui- eine 
beschränkte Anzahl Einheiten enthalten kann, so kommt: 

'-i([T]-[4.])-(-[ii.])«^ 

oder auch, wenn man die eckigen Klammem weglässt, w^s offenbar nur eine 
Änderung, welche die Ordnung Yn nicht übersteigt, zur Folge hat: 
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Verwandelt man die obere Grenze p in oo, so erhält die Summe den 
Zuwachs: 

1 1 ,1 1 +...<:^1^ 

dessen Werth, mit n multiplicirt, die Ordnung ^fn ebenfalls nicht übersteigt. Man 
erhält so: 



-aj V q+aj p 

Man muss jetzt den Fall, wo der Quotient — , welcher der Voraus- 
setzung nach ^ 1 ist, über jede Grenze hinaus wächst, und denjenigen, wo 
dieser Quotient endlieh bleibt, von einander unterscheiden. 

Im ersten Falle nähert sich das zweite Glied der Null, während das 

Verhältniss der im ersten enthaltenen Summe zu — die Einheit zur Grenze 

k . ^ « 

hat. so dass also die Grenze von — mit der von «, d, h. mit a zu- 

' P pq 

sanimenfallt. 

Im zweiten Falle, wo — und also auch q = \ — endlich bleibt, ist es 
zweckmässig, den unmittelbar durch die letzte Gleichung gegebenen Grenzwert.h 
von — in eine andere Form zu bringen, indem man statt der Summe die Diffe- 
renz von zwei anderen einführt, welche von s = 1 bis resp. s = co und 5 = 5 
genommen sind, und dann die erste durch ein Integral ausdi-ückt. Unsere 
Gleichung wird so: 

p pj l — tp * pi\s s-\-aJ \ p q-V-a) 

wo das Integral, welches für jeden rationalen "Werth von « durch Logarithmen 
und Kreisfunctionen darstellbar ist, eine bekannte vielfach untei-suchte Transcen- 
dente ist. Setzt man speciell p ^ n, so wird ^ = 1, ^' = 0, e = 1, und der 
Grenzausdruck geht Über in: 



lim- 



'f-^f^- 
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Mit Hülfe der in der Abhandlung Disquisitiones generaks circa seiiem 
infinitam . . . von Gauss gegebenen Tafel dieser Transcendenten^) kann man 
leicht den Werth von a bestimmen, dem ein gegebener Werth des Integrals 
entspricht, und man findet z. B,, dass, wenn für die halbe Anzahl der Divi- 
soren l, 2, , ,,,, n das Verhältniss des Restes zum Divisor unter a liegen soll, 
a = 0,384686 . . . sein muss. 
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DE FOKMAEÜM BmARIAEÜM 
SECÜNDI fiKADUS COMPOSITIOM]'). 

Plures abhinc iam annos cum esset propositum quaestionem de numero 
clüssium formarum secundi gradüs, quae determinanti dato respondent, ad theo- 
riam numerorum eomplexorum transferre, elementa doctrinae de fonnis ab in- 
tegro mihi fuerunt exponenda, quippe quae nonnisi in casu, ubi de integris rea- 
libus agitur, ante erant evoluta. Quam elementorum expositionem paucis pa- 
gellis absolvere mihi successit quibusdam adiuto considerationibus in hac doe- 
trina nondum adhibitis, quae integris tam realibus quam complexis aeque sunt 
accommodatae*). Disquisitionem illo loco ad proprietates restrinxi, quae ad 
formarum aequivalentiam et transmutationem numerorumque per fonnas reprae- 
sentationem spectant, et quae solae ad quaestionem, cui illa commentatio erat di- 
eata, requirebantur. De formarum compositione tunc non egi, quod argumen- 
tum ab illustrissimo Gadss in „Disquisitionum arithmeticarum" sectione quinta 
maxima quidem generalitate sed per calculos tam prolixos tractatum esse con- 
stat , ut perpauci compositionis naturam percipere valuerint, eo magis quod 
summus geometra, ut ipse monuit, brevitati consulens theorematum difficiliorum 
demonstrationes synthetice adomavit, suppressa analysi per quam erant eruta. 
Quare confidere posse mihi videor, huius argumenti expositionem novam et 
plane elementarem artis analyticae cultoribus non fore ingratam. 

I. 

Antequam formarum compositionem aggrediamur, pauca, quae vel nota 
sunt ve) ex notis facile deducuntur, sunt praemittenda. 



') BBi dem Abdrucke 
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Valores datos S, S', S", ■ ■ ■, qui congruentiae : 
u' = D 
secundum modulos m, m', wi", , . , resp. satlsfaciunt, inter se concordarttes vo- 
cabimus, si radix Z eiusdem congruentlae ad modulum mm'm". . . relatae in- 
veniri potent ita comparata, ut habeatur: 

i=Z (mod. jw), V^Z Cmo<J. m'), £" = Z (mod. m"), . . .. 
Sufficiet considerare casum, ubi moduli m, m', in", . . . sunt impares et 
ad ipsum D primi. 

Facile perspicitur, congruentiis propositis satisfieri non posse, nisi respectu 
singulorum numeronim primorum, duos pluresve ipsorum m, m', m", . . . metieh- 
tiuin, valores respondentes ^, C', S", ■ ■ ■ inter se sint congrui. Quae conditio si 
locum habet, ex valoribue datis t, C, t", ■ ■ . cognoscentur residua n, ti', jt", ... 
ipsius Z respectu singulorum numerorum primoram inaequalium p, p', p", . . ., 
productum mm'm". . . metientium. Cum vero residua n, n', n", ... . sint mani- 
festo radices congruentiae nostrae secundum modulos p, p', p", . . . resp. , ex 
notis de congruentiis doctrinae elementis colligitur, exstare radicem et quidem 
unicam Z congruentiae secundum modulum mm'm". . . satlsfacientem ipsisque 
Ji, 7i', n", . . . secundum modulos p, p', p", . . . congruairij simulque nullo ne- 
gotio perspicitur fore: 

Z = Z (mod. m), Z=t' (mod. m'), Z ~ i" (mod. W), .... 
Cum terminus constans D in congruentia nostra contentus in sequentibus 
semper eundem valorem servare debeat, brevitatis gratia radicem datam t, mo- 
dulo m respondentem, per notationem (m, f) designabimus. Qua notatione intro- 
ducta, radicem Z ex datis f, V, £", ■ . - inter se eoncordantibus modo indicato 
deducendam, quam ex bis compositam dicemus, commode lioc modo designare 
possumus: 

(m, £)("■, C'Xrn", n--- = («Wm"..., Z). 
Caeterum observamus, radices ^, £', t", . . - semper inter se concordare, si m, 
m', m", . . . inter se sint primi, et hoc etiam valere in casu, quem exclusimus 
et ubi ni, m', m", ... ad 2Z) non sunt primi. Patet enim, tum Z jam piene 
definiri respectu moduli mm'm"... per congruentias : 

Z=C(m(,A.m), Z = C' {mod. m' ), Z = i" (mod. m" ), ... 

simulque fore: 

Z' = D (mod. mm'm"...). 
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IL 

In formis secundi gradus hie considerandis : 

qiiarum detenninans D = b- — ac, coefficientes a, b, c a divisore communi li- 
beros supponemus, quippe ad quem casum reliqui facile reducuntur. Gonstat 
formas conditioni enuneiatae satisfacientes duos constituere ordines, prout coef- 
ficientium externorum a, c alteruter saltem est impar aut uterque par. Casum 
posteriorem brevitatis causa hic excludemus, cum ratiocinia ad priorem appli- 
canda mutatis mutandis in altero quoque valeant. 

Si in forma data indetei-minatis x, y valores determinati inter se prImi 
(id'quod semper erit subiiitelligendum) tribuuntur, ita ut habeatur: 

numerum m (qui semper ad 27) primus erit supponendus) per formam reprae- 
sentari dicemus. Acceptis integris §, »/ talibus ut sit xri — y| = 1, notum est 
facileque demonstratur, expressionem : 

fore radicem congruentiae u^ ^ D (med. m), semperque hoc modo eandem ra- 
dicem esse prodituram, quomodocunque ipsi |, tj varientur. Radix (m,^), ad 
quam repraesentationem datam pertinere dicemus, alio modo definiri potest, ad 
propositum nostrum accommodatiore. Si in aequatione, per quam [ exhibuimus, 
per y ranltiplicata, xi^—l loco producti yi ponis. perspicitur esse: 
(1) a^^bi, = -yt (mod. m), 

qua congruentia t plene definitur, dummodo j/ ad modulum m sit primus. Sin 
autem ipsi y cum modulo est divisor communis maximug (F, unitate maior, quem 
etiam ipsum a metiri patet, congruentia nostra nihil aliud docet quam haec: 

ita ut respeetu divisorum primorum ipsius rf, si qui sunt, ipsum -j- non me- 
tientium, residua ipsius t hoc modo cognosci non possint. Cui incommodo fa- 
cile medeberis, si attenderis, ex aequationibus supra datis sequi: 
£ ^ bxtj, xrj ^ 1 (raod. iJ) 
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irteoque: 

(2) C = 6 (mod. J), 

qua formula cum superiore iuncta, residua ipsius 'C respectii singulorum diviso- 
rum ipsius m iam plene erunt nota. Observa.mus, si e sit divisor communis 
ipsorum x et m, simili modo haberi: 

(3) C = -h (mod. e). 

His addimus sequentia, quae quamquam abunde sunt nota, hie in coii- 
spectura produxisse e fe erit. 

1". Si duae formae sunt aequivalentes (proprie, id quod semper sub- 
inteiligemus) et pi'ior in posteriorem transit ope substitutionis : 

sß = aw'-\-ßy\ y = yx'+Sy', 
ubi «()' — ßy ^ 1, patet numerum m. per alteram repraesentabilem etiam per 
alteram repraesentari posse facileque demonstratur , binas eiusdem numeri re- 
praesentationes, ope aequationum praeeedentium inter se connexas, ad eandem 
radicem (m, C) pertinere, Quare repraeseiitationes, ad expressionem datam (m, £) 
pertinentes, ad classem integram erunt referendae, quae erit unica. 

2°. Vice versa enim demonstrari potest, ex duabus eiusdem numeri m 
per düas formas eiusdem determinantis repraesentationibus, quae ad eandem 
radicem (m, £) pertineant, sequi formarum aequivalentiam. 

3", Denique patet, data radice qualibet (m, t), exstare classem per cuius 
formas irt ita repraesentari possit, ut radix liis repraesentationibus respondens 
sit (m. i). Manifesto enim m per i'ormam: 

cuius coefficientes a divisore communi sunt liberi et in qua m est impar, re- 
praesentatur ponendo: 

quam repraesentationem ad (m, C) pertinere elucet. 

III. 

His praemissis propositum aggrediamur. Datis duabus formis y et y/' 
eiusdem detenninantis D, sint w et m' bini quilibet integri impares et ad D 
primi tali modo per <f et ^' resp. repraesentabiles, ut radices (m, t), (vi', i^'), 
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ad quas hae repraesentationes pertineant, inter sese sint concordaiites. Quibus 
suppositis, totius rei cardo in eo vertitur, ut demonstretiir , repraesentationes 
ipsius mm', ad expressionem (m, ^)(m', ^') pertinentes, semper per eandem for- 
mam eiFectum iri sive potius ad eandem classem esse referendas, quocunque 
modo ipsl m, m' varientur. Quod est theorema in hac doctrina fundamentale. 
Supponamus formas datas («, b,c), (a',b',c') ita praeparatas esse, ut ex- 
pressiones (a, b), (a\ b') inter se concordent, id quod exempli gratia efficitur, 
foi-marum alterutram transmutando in aequivalentem, cuius eoefficiens primus 
cum alterius coefficiente primo divisorem communera non liabeat. At probe 
notandum est, analysin in sequentibus evolvendam nihil requirere, nisi ut (a, b) 
et (ö', b') inter sese sint concordantes, sed neque opus esse, ut a et a' inter se, 
neque magis, ut ad 2Z> sint primi. Designando per (aa', B) expressionem ex 
compositione ipsarum (a, b) et (a', b') oriundam, ita ut habeatur; 
B = b (mod.a), B = h' (mod. a'). D= B'^aa'C, 
ubi C est integer, patet formas cum his ipsis aequivalentibus: 

ax^+'^Bxy+a' Cf = y, a' x'^-\-2Bx'y' +aCy-^ = ip' 
commutari posse, quibus primo per a et a' resp, , dein inter sese multiplicatis 
prodibunt aequationes: 

{ax+Byy~Dy' = «<p, (a'j^^By-y-Dy'^ = a'y,\ 
{{ax-^ByXa'x'+By')+Dy\,'y-^D{ia«+By)y'+(o!x'+By')>jy = aa'tptp'. 

Si iam observamus, propter D ^ B^ — aa'G, haberi: 

(4) {aa^^By){a'a:'^By')^Dyy' = aa'X+BY, 

ubi positum est: 

(5) X = xx'--Cyy', 7= (aiö-\-By)y'+(aW-hBy')y = axy'+aWy+2Byy; 
aequatio ultima, per aa' divisa, induet formam: 

(6) aa'X'-^2HXY+Cr'' = yy' = )/'- 

Postquam productuna formarum (p et 5p' per ibrmam yj eiusdem deter- 
minantis D indefinite exhibuimus, tum ipsis x, y tum ipsis x', y' valores deter- 
minatos inter se primos tribui supponamus, pro quibus y = m, (p' = m' evadat, 
et qui conditionibus supra indicatis satisfaciant. Quo facto, demonstrandum erit, 
1'^ repraesentationem ipsius mm' per formam yj, quam aequationibus (5) et (6) 
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praeberi videmus, fore propriani, sive X et Y a. divisore coramuni fore liberos, 
et 2" radicem, ad quam haec repraesentatio pertinet et quae sit (mm'jZ), re- 
vera ex radicibus (m,C), (m', C'), ad quas repraesentationes ipsorum m et m' 
pertinere supponemus, fore compositam. 

1°. Ut evincatur, ipsos X et Y divisorem communem non Iiabere, pro- 
ficiscamur a suppositione, numerum primum p ambos metiri et quae hinc se- 
quantiir videamus. Cum p alterutrum ipsorum m, m' metiri debeat, ponamus 
id quod licet, m ipsius p esse multiplum, lam dico, etiam ipsum m' per p 
divisibiiem esse supponendum. Cum enim X et 2^ per p sint divisibiles, patet, 
multipiicando aequationum (5) pnorem per — ay' posteriorem per x' et addendo, 
proditurnm esse integrum per p divisibiiem: 

Si iam ipsum m' per p divisibiiem non esse supponere velis, ipse y et proin 
etiam a ipsius p erunt multlpla. Tum autem propter: 

iüx' — Cyy' ^ X^O (mod. p), 
et ex eo, quod x ad ipsum y est primus, coUlgitur x'^0, unde tandem: 

m' = a'ji'^-i-2Bs;'y'-i-aCi/" 
ipsius p esse multiplum pei^pieitur. Cum p ambos m et m metiatur, erit per 
aequationem (1): 

ax-\-By = —yC, a'x'-\-By' ~—y'C (mod.p), 
quai-um forniularum substitutione secunda aequationum (5) transit in congru- 
entiara : 

(i-\'i')yy' = (mod.^). 

Si ^+C'=^0 esset, sequeretur V ^^ — ^ contra hypothesin, radices Jet V inter 
se concordare sive S' ^C esse. Restat ut videamus, quid ex alterutra suppo- 
sitionum ?/ = 0, y' ^^0, quae plane inter se sunt similes, sequatur. Si y ideoque 
propter congruentiam xx' — Cyy'^^O etiam x' per p esset divisibilis, haberemus 
per aequationes (3) et (3): 

C=B, V = —B (mod.p), 
et perinde ut supra; 

£+r = (mod. p). 

Evictum est igitur, ipsos X et Y inter se esse primos. 
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2". Ut iam probemus, radicem, ad quam repraesentatio ipsius mm' per- 
tinet et quam per (mm', Z) designavimus, revera ex ipsis (m, £), (m', b') esse 
compositam, propter symmetriam ostendere sufficiet, esse Z^^ respectu cuius- 
libet divisoris primi p ipsius m. Cum per aequationem (1) habeatur: 

ax+By ^ — t,y (mod.ji), 

ex aequatione (4) et secunda aequationum (5) facile deducuntur congruentiae : 

{--^io:x'^By')+Dy')y~aa'X+BY, (-Cy'+aW^By-)y = Y (mod.p), 

unde, posteriore per C multiplicata ad priorem addita, et ratione habita for- 
mulae H^ ^ D ' (mod. m) , sequitur: 

aa'X-^BY = ~Yt (mod. p), 
qua congruentia comparata cum hac: 

aa'X+BY ^ ~YZ (mod.p), 
vides esse: 

Z = C (mod. p), 
si p ipsum Y noo metiatur. Restat ut eotisideremus casum, ubi Y per p est 
divisibilis, in quo casii erit per aequationem (2) Z^B (mod. p), Si iam etiam 
y ipsius p est multiplum, erit simili modo t^B (mod. p) et proinde: 

Z= £ (mod.^). 
Si vero y per p iion est divisibilis, e congruentia, quam supra nacti eramus, 
concluditnr esse: 

a'a:'-\-By'^'C,y' ^ (mod. ;>), 
unde facile deducitur, ipsum p producti a' m! esse factorem. Est enim: 
a'w! = {a'x'-\-By'y—Dy"' = (a'jj'+ßi/J'— C^" ^ (mod^.). 

Iam duo casus sunt distinguendi. Supponamus primo, ipsum a' per p non esse 
divisibilem. Quo casu cum m' per p sit divisibilis, habetur: 

a'w'-\-By'+'Q'y' = (mod. ji), 

qua formula cum superiorc collata sequitur: 

a^V)y' = (modi»), 

G. Lejeuue Dirichlel's Werke. 11. 15 
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quae congruentia ad concluslonem absurdam deduclt. Nam cum fe + ^' mul- 
tiplum ipeius p esse non possit, sequeretur ?/' = (mod. p), ideoque propter 
aeqiiationem: 

rt' ^ (mod. f) contra hypothesiii. Quare hie casus locum habere non potest. 
In casn posteriore, ubi o' per j) est divisibilis, e eongruentia: 

aV-l-Sy — 1i]}' ^ (modp), 
dedncitur: 

(Zf-0;/' = (mod.p). 
Si iam f ipsiim y' non metitur, habetiu-: 

£ =11 -B (mod. f), 
id quod cum eongruentia Z^B (mod, ^) convenit. Si vero p ipsius y' ideoque 
etiam ipsius m' est divisor, habetur per aequationem (2): 

V = B (mod. p), 
unde ut supra esse S^B (mod. p) colliges, si radices t et t' inter se concoi'- 
dantes esse attenderis. 
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ÜBEK DIE BEWEGUNG EINES PESTEN KÖRPERS 
IN EINEM INC0MPRE8SIBELN FLÜSSIGEN MEDIUM'). 

Wie es Bcheiiit, ist bis jetzt für keinen noch so einfachen Füll der Wider- 
stand, den ein in einer ruhenden Flüssigkeit fortbewegter fester Körper von 
dieser erleidet, aus den seit Euler bekannten allgemeinen Grleichiingen der 
Hydrodynamik abgeleitet worden, oder, was im Grunde auf dasselbe hinaus- 
kommt, giebt es kein Beispiel einer rein theoretischen Bestimmung der Modifi- 
cationen, welche ein im Innern einer Flüssigkeit befindlicher unbeweglicher fester 
Körper in der foi-tschreitenden Bewegung derselben hervorbringt. Ein namhafter 
und in Untersuchungen dieser Art sehr geübter Mathematiker") ist daher zu 
der Meinung veranlasst worden, dass für das erwähnte Problem selbst in dem 
Falte, wo die Flüssigkeit von unendlicher Ausdehnung ist und man dem festen 
Körper die einfachste Gestalt giebt, die bekannten Integrationsmethoden nicht 
ausreichen. Diese Meinung ist jedoch ohne Grund, und das Problem lOsst sich 
vollständig behandeln, wenn der feste Körper die Gestalt einer Kugel oder auch 
die eines Ellipsoides hat. Von diesen beiden Fällen soll nur der erstere als 
der einfachere in dieser Anzeige besprochen werden. 

Um das Problem zunächst in der zweiten der oben erwähnton Formen 
zu behandeln, sei c der Kadius der unbeweglichen Kugel und der Mittelpunkt 
derselben der Anfangspunkt der rechtwinkligen Axen der x, y, z. Auf die an- 
fänglich ruhende homogene Flüssigkeit, deren Dichtigkeit mit q bezeichnet 
werden soll, wirke eine beschleunigende Kraft a, die zu derselben Zelt t überall 
■dieselbe Intensität und Richtung habe, sich aber mit der Zeit beliebig ändern 
kann, so dass die Oomponenten «, ß, y derselben gegebene Functionen von t 
sind. Bezeichnet man nun mit p den im Punkte (x, y, z) nach der Zeit t statt- 
findenden Druck, mit m, v, w die drei Oomponenten der Geschwindigkeit, setzt 
ferner zur Abkürzung : 



n Medium theoretisch bestimmen iäBst. K. 
*) Resume des le^ona de Mecanicjue doimees ä l'Ecole Polytechoiqui! par JI. Xä^ 
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'■+</'- 



= /„. 



9 = \i + -27rj(**+ra+»»), 

so liat man zur Bestimmung von p, u, v, w : 

" = t = (l + 3&)^-^P«+™+")- 

wo T eine willkürliche bloss von t abhängige Grösse bedeutet, die, wie schon 
EüLER bemerkt hat, in jedem Problem dei" Hydi'odynamik so lange unbestimmt 
bleibt, als man sich nicht den Druck für jeden Augenblick an einem Punkte 
der Oberfläche der Flüssigkeit gegeben denkt. Diese Unbestimmtheit im Aus- 
drucke von p hat jedoch offenbar keinen Eiftfluss auf das Resultat, welches 
man erhält, wenn man alle gegen eine geschlossene Fläche wirkenden elemen- 
taren Druckkräfte in eine einzelne Kraft und ein Kräftepaar vereinigt. Für die 
Oberfläche unserer Kugel haben alle diese Elementarkräfte eine einzige Resul- 
tante, welche durch den Mittelpunkt geht, und für deren Componenten man 
durch eine sehr einfache Rechnung die Werthe: 

^.«e, ^cH, ^<-^yü 

findet, woraus sich für die Resultante der Ausdruck: 
"in , 

ergiebt und zugleich erhellt, dass diese der Kraft r/ parallel ist. Man sieht also, 
dass in unserem Falle der von der bewegten Flüssigkeit gegen die Oberfläche 
des festen Körpers ausgeübte Drück nur von der jeden Äugenblick wirkenden 
beschleunigenden Kraft, nicht aber von der Geschwindigkeit der Flüssigkeit ab- 
hängt. Hört die beschleunigende Kraft zu wirken auf, so vei-schwindet auch 
der Druck, X, fi, v werden constant, und die Bewegung wird sogleich zu einer 
permanenten, bei welcher u, v, w nicht mehr von t abhängen. Die so ein- 
tretende permanente Bewegung ist immer von derselben Art, insofern man 
nämlich nur auf die Verhältnisse der Geschwindigkeiten Rücksicht nimmt und 
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bei den von den Thellchen der Flüssigkeit beschriebenen Babnen nur die rela- 
tive Lage dieser Ourven, nicht aber ihre absolute Lage im Räume betrachtet. 
Diese Ourven sind sämmtlich eben, und die Ebenen aller gehen immer durch 
eine bestimmte Gerade, die man als Axe des Systems der Ourven ansehen kann, 
und um welche diese symmetrisch so herumliegen, dass die in einer Ebene be- 
findlichen Ourven durch Umdrehung um die Axe alle übrigen erzeugen. Die 
Richtung der Axe, welche durch den Mittelpunkt der Kugel geht, wird durch 
die drei Winkel bestimmt, welche sie mit den Coordinatenaxen bildet, und deren 
Cosinus den Ausdrücken: 



gl-eich sind, wo unter A, fi, v die Werthe dieser constant gewordenen Grössen 
zu verstehen sind. Die Gleichungen der erwähnten Ourven erhalten eine sehr 
einfache Form, wenn man Polarcoordinaten einführt. Legt man durch die Axe 
eine beliebige Ebene, und bezeichnet mit B den Winkel zwischen der Axe und 
dem nach jedem Punkte in der Ebene gei-ichteton Radiusvector r, so sind sämmt- 
liehe Ourven in der Gleichung: 

enthalten, wo der Parameter e das Intervall von bis oa durchlaufen muss, 
damit die Gleichung alle in der Ebene befindlichen Curven darstelle. Man sieht 
ohne Schwierigkeit, dass diese Ourven ffir ein grosses s immer mehr die Gestalt 
von geraden mit der Axe parallelen Linien annehmen, während die Form einer 
solchen Ourve für ein abnehmendes s sich immerfort einem Halbkreise nähert, 
der sich in seinen beiden Endpunkten im verlängerten Durchmesser fortsetzt. 
Um aus den eben angedeuteten Resultaten den einfachsten Fall der Be- 
wegung eines festen Körpers in einer ruhenden Flüssigkeit abzuleiten, denke 
man sich die Kugel homogen oder setze wenigstens voraus, dass der Schwer- 
punkt derselben mit dem Mittelpunkt coincidirt. Bezeichnet p' die mittlere 
Dichtigkeit der Kugel, und lässt man auf alle Theile derselben eine beschleu- 
nigende Kraft wirken, deren Componenten: 

sind, so wird der von der Flüssigkeit ausgeübte Druck jeden Augenblick auf- 
gehoben, und man kann die Kugel beweglich voraussetzen, ohne dass sie zu 
ruhen aufhört, und ohne dass die vorhin bestimmte Bewegung der Flüssigkeit 
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modiiicirt wird. Wird jetzt auf das ganze von der Kugel und der Flüssigkeit 
gebildete mechanische System, welches den Charakter eines sogenannten freien 
hat, überall die beschleunigende Kraft als wirkend gedacht, deren Componenten 
— ß, -~ß, —y sind, 80 erhält man durch Zusammensetzung die in unserem 
anfanglich in Ruhe befindlichen System eintretende Bewegung für den Fall, wo 
auf die KuggJ. eine beschleunigende Kraft wirkt, deren Componenten die Werthe: 

-i^^^h A'^i'->- ~(i+*-)' 

haben, während die Flüssigkeit von keiner Kraft getrieben wird. Bei dieser 
Bewegung sind die Componenten der Geschwindigkeit zur Zeit t für alle Theile 
der Kugel — A, — ,«, ~r, wogegen in der Flüssigkeit zu derselben Zeit an 
der durch die Coordinaten: 



— j?.df,, y — \iidt, z^\vi 



'dt 



bestimmten Stelle die Geschwindigkeitscomponenten die Werthe: 

u—X, v — -fx, W—v 
haben. Man sieht, dass die Kugel unter Einwirkung der nach Richtung und 
Intensität beliebig veränderHchen beschleunigenden Kraft {1-\--^\g sich im 
widerstehenden Mittel gerade so bewegt, wie sie sich im leeren Räume bewegen 
würde, wenn die Kraft jeden Augenblick mit Beibehaltung der Richtung im Ver- 
hältniss von 2p'+p zu 2p' verkleinert würde. Die Zusatzkraft -^o wird also 
zur Überwindung des Widerstandes der Flüssigkeit verwandt. Aber dieser Wider- 
stand entspricht nicht der Vorstellung, welche man sich von der Wirkung eines 
flüssigen Mediums auf einen in ihm bewegten festen Körper zu machen pflegt, 
und nach welcher ein Widerstand auch dann schon vorhanden und zu über- 
winden ist, wenn die in einem Zeitmomente stattfindende Bewegung für den 
nächsten Zeittheil nicht alterirt werden soll, wogegen nach Obigem in unserem 
Falle die Bewegung des festen Körpers augenblicklich in eine geradlinige und 
gleichförmige Übergeht, sobald die beschleunigende Kraft zu wirken aufhört. 
Der Widerstand hängt hier gar nicht von der vorhandenen Bewegung, sondern 
lediglich von der im nächsten Zeittheile hervorzubringenden Änderung der Be- 
wegung ab und ist immer demselben aliquoten Theile der Kraft gleich, welche 
dieselbe Änderung im leeren Räume hervorbringen würde, und dieser gerade 
entgegengerichtet, was man für den Fall, wo die Geschwindigkeit vermindert 
werden soll, kaum hätte erwarten können. 
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ÜBEB DEN FESTEN DER VON ÖAU8S 

GEGEBENEN BEWEISE BES BECIPKO0ITÄT8GESETZES 

IN DER THEOKIE DER ÜUADEATISCHEN BESTE. 



Unter den zahlreichen Beweisen des Fundamentaltheorems der Lehre 
von den quadratischen Congruenzen hat mir der früheste, von Gauss schon im 
Jahre 1796 gefandcne und in den Disquisitiones arithmeticae (Sectio IV) bekannt 
gemachte^) immer besonders merkwürdig geschienen, sowohl wegen des so ein- 
fachen Gedankens, welcher demselben zu Grunde liegt, als auch deshalb, weil 
dieser Beweis, .so viel ich weiss, der einzige ist, in welchem die Betrachtung 
das Gebiet der Congruenzen zweiten Grades, welchem der Satz wesentlich an- 
gehört, nirgends verlässt, wogegen die übrigen Begründungsarten auf Prineipien 
beruhen, die diesem Gebiete mehr oder weniger fremd zu sein scheinen*), 
"Wenn aber dieser schöne Beweis die Kürze vermissen lässt, welche einige der 
späteren in so hohem Grade auszeichnet, so liegt dieser Mangel nicht im Wesen 
der Methode und hat vielmehr seinen Grund In dem zufalligen Umstände, dass 
zur Darstellung gewisser Beziehungen, welche bei dieser Behandlungsweise häufig 
wiederkehren, kein zur Rechnung geeignetes Zeichen benutzt ist, wodurch es 
nöthig geworden ist, acht verschiedene Fälle zu unterscheiden, von denen jeder 
wieder in mehrere Unterabtheilungen zerfällt. Durch Einführung des zuerst von 
Legendre gebrauchten Zeichens in der allgemeineren Bedeutung, welche Jacobi 
demselben später gegeben hat, und durch einige andere Vereinfachungen, welche 
jedoch das Wesen des Beweise'' eben so wenig ändern, zieht sich dieser in 



') Gluss Wecke Bd I S 104-111 R 

*) ÜAU66 selbst beuitheilt söuien eistfn Beneis iii einer spateiea Abhandluug {Cojiaaent. sae. Gott, 
vol. XVI pag. 70)^ mie folgt n'Sed omnes hoe demonstrationet, eliamst reapeitu rigoria nihil desidefandam reliti- 
qtiere videanlar, e pnncipns iiimis keteroyeneis deiwalae mint, prima forsten excepta, qaae tarnen 
«lagis laboT%osa procedit, opet ationibanqae pi olixtorSiiie premitur." 
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solchem Grade zasammen, dass er kaum noch hinter einem der übrigen hin- 
sichthch der Kürze zurückzustehen scheint, insofern man nämlich nicht unbe- 
rücksichtigt lässt, dass ein Theil der in demselben vorkommenden Entwickelungen 
für die Theorie der quadratischen Reste auch dann unentbehrlich bleibt, wenn 
man für das Reciprocitätsgesetz eine andere Beweismethode wählt. Ich habe 
einer auf die angegebene Weise vereinfachten neuen Darstellung dieses Gegen- 
standes um so mehr einige Seiten widmen zu dürfen geglaubt, als mir die Er- 
fahrung wiederholt gezeigt hat, wie sehr angehenden Mathematikern das Ver- 
ständniss der früheren durch die grosse Anzahl der darin unterschiedenen Fälle 
erschwert wird. 

§• 1- 

In diesem eisten Paragraphen sollen einige für das Folgende unentbehr- 
liche Elementarsätze und Definitionen angeführt werden. 

Je nachdem die Congruenz: 

a;^ ~ A (mod. m), 
in welcher k eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet, möglich oder 
nicht möglich ist. heisst k quadratischer Rest oder Nichtrest des Moduls m, 
dessen Zeichen natürlich gleichgültig ist. Es ist zu unserem Zwecke gestattet, 
k und m immer ohne gemeinschaftlichen Theiler vorauszusetzen. Für den be- 
sonders wichtigen Fall, wo m eine ungerade Primzahl p ist, soll das Zeichen: 



die positive oder negative Einheit bedeuten, je nachdem k quadratischer Rest 
oder Nichtrest von p ist. 

Der bekannte Satz, dass das Produet k'k". . . quadratischer Rest oder 
Wichtrest von p ist, je nachdem diejenigen der Factoren k', k", . . ., die qua- 
dratische Nichtreste von p sind, in gerader oder ungerader Anzahl vorhanden 
sind, wird mit Hülfe unseres Zeichens durch die Gleichung: 

(^)-(f)(f)- 

ausgedrückt. 

Für die Möglichkeit der Congruenz: 

x' ^ k (mod. p*^), 
worin ö) > 1, ist offenbar die Bedingung: 
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erforderlich, und man beweist auch leicht, dass, sobald diese Bedingung erfüllt 
ist, die Congruenz für jeden Werth von SJ lösbar ist. 

Anders verhält es sich mit der Congruenz: 
x^ ~ k (mod. 2'°). 
Für w = 1 hat die ungerade Zahl k keine Bedingung zu erfüllen; ist: 

ra ^ 2 oder er = 3, 
so besteht die zur Lösbarkeit der Congruenz nöthige und auch ausreichende Be- 
dingung resp. darin, dass k die Form: 

4;i+l oder 8/^+1 
habe. 

Ist der Modul in unserer Congruenz das Product von Potenzen verschie- 
dener Primzahlen, so ist es für die Möglichkeit derselben nöthig und ausreichend, 
dass sie nach den verschiedenen Primzahlpotenzen lösbar sei. 

Wir wollen jetzt dem Zeichen ( — ), welches oben für den Fall definirt 
worden ist, dass p eine ungerade Pnmzahl bezeichnet, die in der positiven 
oder negativen Zahl h nicht aufgeht, eine allgemeinere Bedeutung geben, und 
in der Voraussetzung, dass die ungerade Zahl m, deren Zeichen gleichgültig 
ist, mit k keinen gemeinschaftlichen Theiler habe und in ihre gleichen oder un- 
gleichen Primfactoren 1»' , f" , p'" , . . . zerlegt sei, so dass also tu ^^p'p"p"' . . ., 
unter dem Zeichen i — | das Product: 

verstehen. Wie leicht zu sehen, kann in einem solchen Symbol statt k eine 
nach dem Modul m mit k congruente Zahl gesetzt werden und gelten für solche 
Symbole die beiden Gleichungen: 

(^(^)-(^). {^m-{M- 

Es ist aber nicht zu übersehen, dass ( — ■) zur Congruenz: 

ic^ = k (mod. m) 
jetzt nicht mehr dieselbe Beziehung hat wie früher, wo m eine Primzahl war. 
Ist die Congruenz lösbar, so folgt zwai' noch, dass ( — 1 = 1 sein muss, da als- 
dann nach Obigem alle Factoren, als deren Product wir ( — 1 definirt haben, der 
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positiven Einheit gleich sind, aber man kann offenbar nicht umgekehrt von der 

Bedingung 1 — 1=1 auf die Möglichkeit der Congruenz schliessen. 

Schliesslich soll noch bemerkt werden, dass, m immer ungerade voraus- 
gesetzt, die Möglichkeit der Congruenz: 

Ix^ ^ k (mod. m), 
wenn darin k und l relative Primzahlen zu m sind, die Gleichung: 



zur Folge hat, wie sogleich erhellt, wenn man die Congruenz in die Form: 
(l,x) = kl (mod. m) 



Wir kommen nun zu dem eigentlichen Gegenstande dieser Abhandlung, 
zu den Kriterien, durch welche für eine gegebene positive oder negative Zahl 
k die einfachen ungeraden Moduln p, deren quadratischer Rest k ist, von den- 
jenigen unterschieden werden, zu denen k das entgegengesetzte Verhalten hat. 

Da nach dem oben angeführten Satze die verlangte Unterscheidung auf 
die ähnliche hinsichtlich der Primfactoren von k zurückkommt, so haben wir 
nur die drei Fälle zu untersuchen , wo k einer der Zahlen — 1 , 2 oder einer 
positiven ungeraden Primzahl q gleich ist. Für diese drei Fälle sind die ge- 
wünschten Kriterien in den folgenden Gleichungen enthalten, in denen die un- 
gerade Primzahl p als von q verschieden und, wie g, als positiv vorausgesetzt ist: 

w (f)(f)-c-i)«'->'"-'. 

Nach der ersten dieser Gleichungen ist: 

je nachdem p in der Form 4/^+1 oder 4,« + 3 enthalten ist; nach der zweiten 
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hat man: 

{—\ = 1 für p = 8a(+1, 8|«+7, 
dagegen : 

{—\ == — 1 für p = 8/i-h3, 8;(i+5, 

und nach der dritten ist immer : 



ausgenommen wenn beide Pi-imzahlen p, q die Form 4/* + 3 haben, in welchem 
Falle: 

(f)--(f) 

ist. 

Die Gleichungen (a) und (b) sind für gewisse besondere Fälle leicht 
zu beweisen; für die erstere in dem Falle, wo p die Form 4|M + 3 hat, und 
-1 sein muss. Fände dies nämlich nicht für alle Primzahlen 



m- 



4|« + 3 statt, so sei p die kleinste, für welche (-— -1 = 1 ist. Dann kann 
man setzen: 

und wenn man, wie es immer geschehen kann, e<^p und zugleich gerade 
wählt, wird auch h<ip und in der Form 4/t-+-3 enthalten sein. Die Zahl h 
hat also einen Primfactor r<Cp von derselben Form 4/t+3, für welchen aus 
der Gleichung e^H-l=^/i die Gleichung: 



folgt, was unserer Voraussetzung widerspricht. 
Um zweitens zu beweisen, dass immer: 

ist, wenn j) in einer der Formen 8^+3, 8^ + 5 enthalten ist, nehme man an, es 
gebe Primzahlen von einer dieser Formen, liir welche der Satz nicht stattfindet, 
und bezeichne mit p die kleinste derselben. Man kann dann wieder setzen: 

e^—2 = pk, 
und wenn man e ungerade und zugleich kleiner als p wählt, wird wegen: 
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h, der Form 8/* + 3, 8^ + 5 von p entsprechend die Form 8/<+5, 8^ + 3 haben 
und überdies kleiner als p sein. Da nun aus Primfactoren, die sämmtlich in einer 
der Formen 8/*-hl, 8^+7 enthalten sind, keine Zahl von der Foi-m %fi-\-Z 
oder 8^+5 entstehen kann, so giebt es also einen Primfactor r von h, welcher 
die Form 8/t+3 oder 8^-1-5 hat, und für den nach obiger Gleichung, unserer 

Voraussetzung zuwider, I— ;-| ^ 1 wäre. 

Den in ganz ähnlicher Weise zu führenden Beweis, dass (-— ^) = — 1 
ist, wenn ^ eine der Formen 8/^-1-5, 8^+7 hat, werden wir der Kürze wegen 
übergehen. Bringt man dieses letztere Resultat für den Fall, wo p= 8/(+7 
ist, in die Form: 



(!)(■ 



— ) = -1. 



und bemerkt, dass nach Obigem, da die Form 8^ -+-7 ein besonderer Fall der 
Form 4/* +3 ist: 

ist, so erhält man für die Primzahlen p = 8,mH-7: 



{^- 



so dass also jetzt der Satz (6) für alle Primzahlen bewiesen ist, die nicht in 
der Form 8^ + 1 enthalten sind. 

§. 3. 

Ehe wir die in dem vorigen Paragraphen aufgestellten Gleichungen all- 
gemein zu beweisen unternehmen können, sind aus diesen als richtig voraus- 
gesetzten Gleichungen einige Folgerungen zu ziehen, denen wir folgende Be- 
merkung vorausschicken. 

Will man für ein Product ungerader Faetoren r: 
B = nr 
den Rest nach dem Divisor 4 bestimmen und bringt jeden Factor r in die 
Form (t — 1) + 1, so kann man bei der Multiplication alle Glieder weglassen, 
in denen erste Theile dieser Binomieii in einander multiplicirt vorkommen. 
Es ist also: 

R = l+S(r—l) (mod. 4), 
oder: ^(ß—1) und 2:-^(r — 1) smä gleichartig, d.h. entweder beide gerade oder 
beide ungerade. 
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Auf dieselbe Weise folgt ans R'^ = Ht^, da jedes ungerade Quadrat r' 

die Form 8^-t-l hat: 

R3 = H-^(r2—l) (mod. 64) 

und daraus wieder die Gleichartigkeit der Zahlen \(R'^—V) and ^\(r'^ — V). 
Mit Hülfe dieser Bemerkung ist es nun leicht, aus den obigen Glei- 
chungen die folgenden allgemeineren von gleicher Form abzuleiten, in welchen 
P und Q irgend zwei positive angerade Zahlen bezeichnen, die keinen gemein- 
schaftlichen Theiler haben: 

(«■) i-p) = (-1}*"-", 

(O (Ä)(|) = (-.,..->■*«-.. 

Setat man P = Hp, wo p jeden der gleichen oder ungleichen in P ent- 
haltenen Primfactoren bezeichnet, wendet auf jedes p den Satz (a) an und mul- 
tiplicirt aUe so entstehenden Gleichungen mit einander, so erhält man das Resultat: 

welches in die Gleichung (a') übergeht, wenn man den Exponenten durch die 
mit ihm gleichartige Zahl ■J-(P — 1) ersetzt. Auf dieselbe Weise erhellt die Rich- 
tigkeit des Satzes (6'). 

Zum Beweise der Gleichung (c') zerlege man auch Q in seine einfachen 
Factoren q; die linke Seite kann dann als ein Product von Ausdrücken der 
Form ("-)() dargestellt werden, wo jedes ^ mit jedem q zu combiniren ist. 
Setzt man für jeden solchen Ausdruck seinen durch die Formel (e) gegebenen 
Werth, so ergiebt sich: 

iMi) -(-»"'"-"*"'• 

wo das Summenzeichen alle Combinationen p, q umfasst. Die Summe ist daher 
das Product der Factoren: 

:5^(^„1) und .2^(2-1), 
für welche man die mit diesen gleichartigen Zahlen: 

i(F~i) Ulla i(Q-l) 
substituiren kann, und man erhält so die Gleichung (c'). 

6. Lejeunc Dirichlet's Werke. IL 17 
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Durch Multiplication der Gleichungen («') und (c') erhält man: 

Man sieht also, dass die Gleichung (c') noch richtig bleibt, wenn man sie auf 
die positive Zahl P und die negative — Q anwendet, und dass sie für diesen 
Fall eine Folge von (a') und der ursprünglichen Gleichung (c') ist. Ebenso 
ist diese letztere offenbar eine Folge von («') und der auf die Combinatlon 
P, — Q angewandten Gleichung (c'), und dieselbe Bemerkung findet natürlich 
auch auf die Gleichungen (a) und (c) Anwendung, die in unseren gegenwärtigen 
enthalten sind, 

§■4. 

Um nun die Sätze (a) und (c) allgemein zu beweisen, gehen wir von der 
Voraussetzung aus, dass beide bis zu einer beliebigen positiven ungeraden Prim- 
zahl q ausschliesslich gelten, d. h. dass der erste für jede positive ungerade Prim- 
zahl, welche kleiner als q ist, der zweite för je zwei solche Primzahlen stattfindet. 
Lässt sich dann aus dieser Voraussetzung ableiten, dass die Gleichung (a) für q 
gut, und die Gleichung (c) itir jede Combination p, q, wenn nur die positive 
ungerade Primzahl p kleiner als q ist, so sind beide Sätze, da sie fllr die ersten 
Primzahlen offenbar richtig sind, allgemein dargethan. 

Es ist leicht einzusehen, dass der zu gebende Nachweis sich auf die 
Erledigung von folgenden zwei Punkten reducirt. 

Erstens ist zu zeigen, dass, wenn für ein in iö = ±p gehörig gewähltes 
Zeichen : 

ist, gemäss der Gleichung (c), auf die Comhination q, to angewandt: 

sein muss. 

Zweitens ist,- wenn q die Form 4^+1 hat und l-^j = —1 ist, daraus 
die Gleichung (-^i = — 1 abzuleiten und zugleich zu zeigen, dass dieser zweite 

Fall für jedes q der Form 4^-1-1 stattfindet, d. h. dass es unter den Prim- 
zahlen p, welche kleiner als q sind, immer wenigstens eine giebt, welche 
quadratischer Nichtrest von q ist. 
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Hat nämlich q die Form 4^-h3, so ist die Gleichung (a) für q schon 
bewiesen, und es ist daher nach dem am Ende des vorigen Paragraphen Be- 
merkten gleichgültig, fiir welche der Oombinationen p, q und —p,q man die 
Richtigkeit der Gleichung (c) zeigt. Aus: 

folgt aber: 

(i^)-(f). 

d. h. eine dieser Oombinationen ist immer unter dem ersten Falle enthalten. 
Ist dagegen q von der Form 4/t + l, so folget aus der Annahme; 

nach dem eisten Falle (wenn man 10 = p setzt) : 

aus der Annahme: 

nach dem zweiten: 

wie es sein muss; dass aber auch: 

ist, erhellt wie folgt. Für eine zum zweiten Falle gehörige Primzahl p hat man: 

Wäre nun: 
und folglich: 

so würde sieh aus dem ersten Falle das Resultat: 



ergeben, welches dem aus dem zweiten Falle abgeleiteten Resultate widerspricht. 

17* 
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Ehe wir dazu schreiten, die vorhin näher bezeichneten zwei Punkte zu 
erledigen , muss bemerkt werden , dass die zu Anfang dieses Paragraphen ge- 
machte Voraussetzung, nach der im vorigen gegebenen Ableitung der Gleichungen 
(a') und (c') aus den Gleichungen (a) und (c), offenbar die Richtigkeit der 
Gleichung (c') für je zwei ungerade relative Primzahlen involvirt, wofern diese 
nicht beide negativ sind und die in ihnen enthaltenen Primfactoren sämmtlich 
kleiner als g sind. 

§. 5. 
Nach der im ersten Falle geltenden Bedingung: 



kann man setzen: 

.'-ü, = ,/. 

Nimmt man in dieser Gleichung, wie es immer geschehen kann, e gerade und 
zugleich kleiner als q an, so wird f ungerade, positiv*) (da der numerische 
Werth p von (5 kleiner als q ist) und ebenfalls kleiner als q sein. Unsere 
Gleichung erfordert nun eine gesonderte Behandlung, je nachdem f durch w 
theilbar oder nicht durch © theilbar ist. 

I. Ist f nicht durch iö theilbar, so hat man nach §, 1 : 

(f) = . © = (i)(4)-, 

und hieraus durch Multiplication iind Anwendung der Gleichung (c') auf die 
Combination f, 55: 

Andererseits folgt aus obiger Gleichung, in welcher e gerade Ist, dass: 

iC/-l) und iCj_l)+i(^+l) 
gleichartige Zahlen sind; substituirt man also im Exponenten die letztere statt 
der ersteren und lässt \(pi^ — 1) als gerade weg, so erhält man, wie es sein muss: 



*) Im Folgenden bezeichnen die lateinischen Buchstaben wesentlich positive Zahlen, die griechischen 
solche, die positiv oder negativ sein können. 
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II. Enthält / den Factor G), so setze man: 
e = rae, f ^ taip, 
so dass tö und (f gleiche Zeichen haben. Aus der so entstehenden Gleichung: 



folgt dann: 



(t)^ 



und hieraus durch Multiplication und Anwendung von (c') auf die Zahlen tö, 
— (p, von denen nur eine negativ ist: 

i_!L\ ^ /j^-\ä(ro-i)- 1(9+1) 

oder da 4-(5 — 1) '^nd -i-(^-hl) offenbar gleichartig sind: 
(-9.'] = (_i\¥')--i>m-i)^ 

§. 6. 
Die für den zweiten Fall stattfindenile Voraussetzung: 

erlaubt nicht unmittelbar, wie im ersten, eine Gleichung anzusetzen. Es ist 
vorher die Existenz einer Hülfsprimzahl p' nachzuweisen, welche kleiner als q 

ist und die Bedingung (-,-) ^ — 1 erfüllt. Hat q die Form 8^+5, so bietet 
dieser Nachweis keine Schwierigkeit dar; q^2 hat nämlich alsdann die Form 
8ft-\-S und folglich einen Primfactor p' von einer der Formen 8^-f-3, 8^ + 5, 

welcher kleiner als q ist und für welchen q^2 (mod. p'), folglich \-^) = I-t) 



oder, nach §. 2, (-^) ^ — ^ 



> , , ist. 

\p- J 

Nicht so leicht ist es, die Existenz von p' zu zeigen, wenn q von der 
Form 8^-t-l ist. In der Nothwendigkeit, den Nachweis auch für diesen Fall 
zu liefern, lag vielleicht die grösste Schwierigkeit, welche Gauss bei der ersten 
Begründung des ßeciprocitätssatzes zu überwinden hatte. Er gelangte dazu 
durch eine ungemein scharfsinnige Betrachtung, welche im Wesentlichen auf die 
folgende zm'Ückkommt. 

Es sei 27n-i-l-<.q, und man nehme an, q sei quadratischer Kest von 
allen ungeraden Primzahlen, welche nicht grösser als 2m-t-l sind. Dann ist 
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nach §. 1 und weil q = 8^+1 ist, die Cougruenz x^^q für jeden Modul lösbar, 
der ausser einer beliebigen Potenz von 2 nur ungerade, 3m-i-l nicht Über- 
treffende Frimfactoren enthält. Diese Bedingungen erfüllt aber das Product: 

1.2.3...(2m+l) = M, 
und man kann also setzen: 

Je' = q (raod. M), 
■wo k positiv gewählt sei. Man hat dann: 

(q—p-)(q—2''') . . . (q—m'')~(k''—PXk^—2^) . . . (k^~7n^) (mod. M). 
Fun läset sich die rechte Seite, wenn man sie mit dem Factor k multiplicirt, 
welcher relative Primzahl zu M ist, als continuirliches Product: 

(k+mXk+m-1) . . .{k-^m) 
schreiben, und dieses Product ist ein Vielfaches von M, wie sich leicht rein arith- 
metisch zeigen lässt, und wie dies auch daraus folgt, dass dasselbe, durch M di- 
vidirt, eine Combinationsanzahl darstellt. Es muss also auch die linke Seite 
durch M getheilt werden können. Giebt man dem Quotienten dieser Division 
die Form: 

1 q — 1' q — 2 '' q — m^ 

so stellt sich offenbar ein Widerspruch heraus, wenn man für m diejenige ganze 
Zahl wählt, welche unmittelbar unter ^q liegt, indem dann der Quotient ein 
Product echter Brüche wird. Es ist dabei stillschweigend angenommen, dass 
diese Wahl der Zahl m der Bedingung 2m'+-l <iq, die unserer Deduction 
zu Grunde liegt, gemäss ist, was wirklich der Fall ist, da 2 m + 1 <;, 2Yq-{- 1 
ist und 21/^+1 augenscheinlich für alle Primzahlen 8^-1-1, deren kleinste 
17 ist, kleiner als q ist. Es ist somit bewiesen, dass es immer eine Primzahl p' 
giebt, welche kleiner als 2m4-l und daher kleiner als q ist, und für welche 

Man bemerke noch, dass für unsere Hülfspnmzahl p': 



ist, da aus der Annahme (-— ) = 1, nach dem vorigen Paragraphen, (-^) = 1 
folgen würde. 
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Indem wir jetzt dazu übergehen nachzuweiseHj dass aus: 

wo 5^4^+1 ist, immer: 

folgt, können wir p als von der Hülfsprimzahl p' verschieden betrachten, da 
für diese die Grleichzeitigkeit der Gleichungen : 

schon feststeht , mit deren Benutzung wir unsere Voraussetzung dm'ch die 
Gleichung: 

und die daraus zu ziehende Folgerung durch die Gleichung: 

\pp J 
darstellen können. Nach der ersten dieser Gleichungen kann also gesetzt werden: 

e^—pp" = qtp, 
wo e gerade und kleiner als q sein soll. Alsdann wird (p ungerade und, wegen 
p<iq, p' <Cq, numerisch kleiner als q sein. Es sind nun drei Fälle zu unter- 
scheiden, je nachdem ^ durch keine der Primzahlen p, p', durch eine einzige 
von ihnen, oder endlich durch, beide zugleich theilbar ist. Da die obige Glei- 
chung und die daraus abzuleitende: 



in Beziehung auf p und p' symmetrisch sind, so macht es für die Behandlung 
des zweiten Falles keinen Unterschied, ob man p oder p' als Factor von 5p 
betrachtet. 

I. Wenn q) weder durch p noch durch p' theilbar ist, so folgt aus 
unserer Gleichung e'''—pp' = qq): 

\ (f J \pp J \ pp J\ pp J 

und hieraus durch Multiplication und Anwendung von (c'): 
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Nach obiger Gleichung, in welcher 9 = 4^+1 ist, sind aber die Zahlen 
^(pp'—Vj, ^(g-j — 1) ungleichartig, d.h. die eine ist gerade, so dass also: 

(^) = 1 

\pp J 
sein rauss. 

II. Wegen der oben schon bemerkten Symmetrie können wir ip als 
durch p' theilbar betrachten. Setzt man: 

9 = 'p'H>, e=p'g, 
so geht unsere Gleichung e^—pp'^q^ über in: 

P'9'—P = 9'/', 
wo ^1 weder durch p noch durch p' theilbar ist. Aus dieser letzteren erhält man: 

(^)->. i^h^' (^)-'. 

und hieraus durch Mnltiplication : 

l pp' J ^ \ ip J\pp' )yp )\ p' )' 
oder, wenn man die Gleichung (c') auf die beiden Combinationen pp', ip und 
p\ — p anwendet: 

Setzt man statt ^(v— 1) die Zahl |(p+l), welche nach obiger Gleichung mit 
^(yj—V) gleichartig ist, und -g-C^— 1) + Y(i''^ ^) ^*^** aC^P'"'^)' ^° erhält 
der Exponent den Werth: 

4Cy+iXi>'-i)+iCf'-i), 

welcher offenbar gerade ist. Es ist also: 

\pp } 
III. Setat man im dritten Falle: 

<p=p/i//, e=pp'g, 
SO geht die Gleichung e^ — pp' ^ qf über in: 
pp'g^—l = gip, 
woraus : 

\ ip J \ pp ! \ pp J \ pp / 
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Lind dann; 

folgt. Da mm -^^(^+1) offenbar gerade ist, so kommt schliesslich: 

[J-A = 1. 

\ pp J 
Die Gleichungen (a) und (c) und die daraus abgeleiteten («') und (e') 
sind somit allgemein bewiesen. 

§•7. 

Es ist nun noch übrig, den oben unerledigt gebliebenen Fall des Satzes (ß) 
für die Primzahlen der Form 8/t+l nachzuholen. 

Man bezeichne mit q eine beliebige Primzahl dieser Fonn und nehme 
an, der Satz sei für alle Primzahlen derselben Form, welche kleiner als q sind, 
oder, was nach dem in §. 2 schon Bewiesenen ganz dasselbe ist, für alle Prim- 
zahlen, die kleiner als q sind, gültig. Lässt sich aus dieser Voraussetzung die 
Gleichung (-— 1 = 1 deduciren, so wird der Satz ohne Beschränkmig gelten. Die 
Richtigkeit dieser Gleichung soll nun dadurch gezeigt werden, dass aus der Än- 
ein Widerspruch abgeleitet wird, 
eine Hülfsprimzahl p, welche kleiner als q und von solcher 
eit ist, ( 
Annahme: 



nähme ( — i ^ — 1 ein Widerspruch abgeleitet wird. 



Beschaffenheit ist, dass 1-^-1:= — 1 wird, so hat man nach der eben gemachten 



und kann folglich setzen: 

e^ — 2p = qtp, 

wo, e ungerade und kleiner als q vorausgesetzt, <p ebenfalls ungerade und, ab- 
gesehen vom Zeichen, kleiner als q sein wird. Es ist jetzt zu unterscheiden, 
ob (p durch p nicht theilbar oder theilbar ist. 

I. Im ei«ten Falle ergiebt sich sogleich: 

\q(p) \q)\if)\q'fi~ ' \p ) ~' ' 
und dann: 

(f)-(f)fe)(f)-(f)(-')*— • 

Nun ist die Gleichung (h'), in welcher das Zeichen von P gleichgültig ist, und 

G. Lejeuiie Diriehlot's Werke. IL 18 
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weiche eine Folge von (b) ist, offenbar auf die Zahl ^ anwendbar, deren sämmt- 
liche Primfactoren der Gleichung (b) genügen. Da hiernach: 

(1) = (_!)..-.. 

ist, so kann man der letzten Gleichung, wegen der Annahme (^1= —1, die 
Form geben: 

1 = r ij^Pdi-iKay-O+iP'-i], 

Der eingeklammerte Ausdruck ändert sich offenbar um ein Vielfaches von 16, 
wenn man darin für gy^l und 5p andere Zahlen setzt, welche diesen modulo 8 
congruent sind. Nun folgt aber aus obiger Gleichung e^ — ^p =^ q^, wegen: 

e^'~l, q=l (mod. 8), 
sogleich : 

qgi — 1 ^ — 2p, ff = 1—2^ (mod. 8), 
so dass also unser Ausdruck modulo 16 congruent; 

also congruent Null und folglich die rechte Seite unserer Gleichung im Wider- 
spruch mit der linken der positiven Einheit gleich ist. 
IL Ist <p durch p theilbar, so setze man: 

so dass die obige Gleichung e'^ — 2p = qf in folgende übergeht: 
p^-—2 = qip. 

- 1 hat man : 



und dann, wie oben: 

Setzt man wieder statt der Zahlen gy + l und ip die diesen in Folge obiger 
Gleichung nach dem Modul 8 congruenten Zahlen p-~l und p — 2, so sieht 
man, dass der eingeklammerte Ausdruck im Exponenten modulo 16 congruent: 

also congruent Null ist, woraus sich derselbe Widerspruch wie oben ergiebt. 
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VEKEINFACHÜNG 

DEK THEOKIE DEE BIMKEK ÜUADBATISCHEN TOMEN 

VON POSmVEK DETERMmANTE. 

[Gelesen in der Akademie der AVissec seh alten am 13. Juli 1854. ')] 

Je grösser der Umfang ist, welchen die höhere Arithmetik durch das 
Epoche machende Werk von Gauss und andere spätere Arbeiten gewonnen 
hat, um so wÜnschenswerther erscheint es, dass der Zugang zu diesem schönen 
Zweige der Analysis durch Vex'einfachung des elementaren Theiles desselben so 
viel als möglich erleichtert werde. In solcher Absicht habe ich schon in meh- 
reren früheren Abhandlungen meinen Untersuchungen die dazu erforderlichen 
bekannten Sätze mit neuer Begründung vorausgeschickt: eine ähnliche Verein- 
fachung bezweckt der gegenwärtige Aufsatz, welcher der Theorie der quadra- 
tischen Formen von positiver Determinante gewidmet ist. Bekanntlich erfordert 
diese Lehre in ihrer bisherigen Gestalt sehr ins Einzelne gehende Betrachtungen, 
die sich, wie die folgende Darstellung zeigen wird, daraus entfernen lassen. 

Ich beginne mit einigen Bemerkungen Über Kettenbrüche, die, obgleich 
ihrem wesentlichen Inhalte nach nicht neu, in der für die hier davon zu 
machende Anwendung geeigneten Form vorauszuschicken sind. 

§.1. 

Ein endlicher oder unendlicher Kettenbruch wie: 
1 

y+-.. 

soll im Folgenden durch: 

C«, ß,-l,-- ■) 
bezeichnet werden, und wir bemerken sogleich, dass wir nur Kettenbrüche zu 

') Die darauf bEjü^LirUe Mittheli™)! iüi Akademie-Bsrichl ™n 1854, S. 3S4 Uulet: .Hr. Diriehlcl Iss: lieber eins Eigen- 
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betrachten haben, deren sämmtliche Gheder ganze Zahlen sind, natürlich mit 
Ausnahme des letzten für den Fall, wo die Entwickelung nicht zu Ende geführt 
ist, und wo dieses Glied als ein sogenannter vollständiger Quotient jeden an- 
deren "Werth haben kann. Von besonderer Wichtigkeit für arithmetische Unter- 
suchungen sind diejenigen Kettenbrüche, deren Glieder bis auf das erste, für 
welches auch der Werth Null zulässig ^t, positiv sind. Durch einen solchen 
Kettenbi'uch lässt sich eine positive Irrationalgrösse co nur auf eine Weise aus- 
drücken, und wir wollen die Darstellung von o) in dieser Form, oder, wenn (o 
negativ ist, die Darstellung ihres absoluten Werthes mit vorgesetztem negativen 
Zeichen die normale Kettenbruch-Entwickelung von oj nennen. 

Wir haben nun zunächst die Aufgabe zu behandeln, aus einem Ketten- 
bruche wie: 

(0 = («, jS, . . ., II, V, p, q, r, ..., u, V, .. .), 

in welchem die Glieder erst von p ab, und zwar p eingeschlossen, sämmtlich 
positiv sind, die normale Entwickelung der Irrationalgrösse w abzuleiten. Es 
wird sich leicht zeigen lassen, dass dies durch eine Reihe von Umformungen 
bewerkstelligt werden kann, bei welchen die Glieder, die auf ein hinlänglich 
entferntes u folgen, unberührt bleiben, und dafis die Anzahl der neuen Glieder, 
welche schliesslich an die Stelle von «,/?,...,« getreten sind, von der An- 
zahl der letzteren um eine gerade oder ungerade Zahl verschieden sein wird, 
je nachdem co positiv oder negativ ist. 

Um sich hiervon zu überzeugen, betrachte man zunächst den Fall, wo 
V nicht das erste Glied ist. Unter dieser Voraussetzung kann man /u, r und 
einige der umnittelbar folgenden Glieder, während alle übrigen ungeändert 
bleiben, durch neue Glieder ersetzen, deren Anzahl von der Anzahl jener um 
eine gerade Zahl verschieden ist, und welche mit Ausnahme des ersten, welches 
Null oder negativ sein kann, sämmtlich positiv sind, so dass die Unregelmässig- 
keit in der gegebenen Entwickelung wenigstens um eine Stelle zurücktritt. Bei 
dieser partiellen Umformung hat man zu unterscheiden, ob v Null ist oder einen 
negativen Werth — n hat.- Im ersteren Falle sind die drei Glieder fi, 0, p 
durch das einzige Glied /Lt-\-p zu ersetzen, wogegen der andere Fall in die drei 
Unterabtheilungen zerfällt: 

w>l; Ji=l, ^^-l; n=l, ^ = 1; 

denen entsprechend eine der folgenden Gleichungen, welche sich leicht verificiren 
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lassen, in Anwendung zu bringen ist: 

(fi, — n, p, q, ) = (|(t — 1, 1, M— 2, 1, 'p~l, q, ■ ■ ■)*), 

Qi, -\,p,q, ) = Cti-2, 1, i>-2, 5, . . 0, 

(,., -1, 1, q, r, *,...) = (M~2-2, 1, r^l, s, . . .)■ 
Wie man sieht, beträgt die durch eine solche partielle Umformung her- 
vorgebrachte Änderung in der G-Iiederzahl beziehungsweise 2, 0, — 2 Einheiten, 
und es bedarf kaum der Erwähnung, dass, wenn eine der Differenzen: 

n — 2, f — 1, p — 2, T — 1, 
die nach unseren Voraussetzungen nicht negativ werden können, sich auf Null 
reducirt, für die Null und die beiden benachbarten positiven Glieder ein einziges 
der Summe der letzteren gleiches Glied zu setzen ist. 

Durch wiederholte Anwendung desselben Verfahrens lässt es sich bewirken, 
dass alle Glieder, vom zweiten (einschliesslich) ab, positiv werden. Ist dann zu- 
gleich das erste nicht negativ, so ist die Operation geschlossen und das Resultat 
dem oben Gesagten gemäss, indem alle nach und nach in der Gliederzahl ein- 
getretenen Änderungen durch gerade Zahlen ausgedrückt sind. Hat hingegen 
das erste Glied einen negativen Werth — a, und folglich der Kettenbruch die 
Form : 

so hat man für denselben, je nachdem 6 > 1 oder b ^ 1 ist: 

w = — (ß— 1, 1, b—\, c, ...) oder w = — (<i— 1, c+1, d, . . .) 
zu setzen, so dass das Resultat wieder mit dem früher Behaupteten Übereinstimmt. 

§.2. 
I. Finden zwischen zwei Grössen co, £1 und den ganzen Zahlen «, ß, 
y, J, deren erste nicht Null ist, die Relationen statt: 

(0 = -^—-——-, aö — j3v — 1, 
so lässt sich immer eine Gleichung der Form: 
_^ « - ß, «^ ■ ■ -, '■, <^, ß) 

*) Dass sich die negativen Glieder aus einem Ketten! »rnclie entternen lassen, hit schoa Laosahoe 
liemerlit {ilim. de l'Acad. de Berlin, annee 1768, p. 152V) aber die von ihm zu diesem Zwecke gegebene 
Gleichung, ■welche mit der ersten der obigen zusammenfallt, reicht nn,ht aus, da sie fui den Fall n = 1 em 
neues negatives Glied einführt, Wil! man dieses durch abermalige Anwendung deistlbtn GleiLhun, besei 
tigen, so wird man zu dem iirsprünglichea Kettenhruche zuinckgefuLit 

') Osmres de LAGRANGE, 1.2 p.62*. P. 
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bilden, m welcher von den ganzen Zahlen ^, m, . . ., r. a nur die erste und 
letzte Null oder negativ sein können, die Zwischenglieder aber, wenn sie nicht 
ganz fehlen, positiv und in gerader Anzahl sind. 

Da man nach der Form der vorausgesetzten Gleichungen die Zeichen 
von «, ß, y, S gleichzeitig ändern kann, so darf « positiv angenommen werden. 
Ist nun ß ^ 1, so hat man sogleich; 



1 + fiß 

Ist hingegen ß> 1, so verwandle man — auf die gewöhnliche Weise in einen 
Kettenbruch, indem man alle Divisionsreste positiv wählt. Man erhält so den 
Kettenbruch : 

in weichem nur X Nuil oder negativ sein kann, und die Anzahl der Glieder 
m, . . ., T gerade vorausgesetzt werden kann, da sich das Ghed r, für welches 
man zunächst einen Werth, der grösser als Eins ist, erhält, nöthigen Falles in 
(r — 1, 1) auflösen lässt. Da die zu diesem Kettenbruche gehörigen Näherungs- 
brüche : 

l_ Xm+1 _y Y_ 

1 ' m ' ■ • -^ f' a 

irreductibel sind und positive Nenner haben, so wird der letzte derselben, wie 
im Wertbe, so auch in der Form mit - - zusammenfallen. Da ferner nach einem 
bekannten Satze: 

a<p—Yf = 1 

ist, so ergiebt die Vergleichung mit der zwischen a, ß, y, S stattfindenden Relation: 

ß = a<!-\-f, (f^yff+y, 

wo <j eine ganze Zahl ist. Der Bruch — lässt sich also vermittelst des neuen 

p 
Ghedes a der Reihe der Näheriingsbrüche anschliessen, und man hat: 

cu = (1, m, ..., r, ff, fi). 
II. Für das Folgende ist noch der besondere Fall näher zu betrachten, 
wo tc, ß, y, S sämmtlich positiv sind und zugleich die Bedingungen: 
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erfüllen. Wie leiclit zu sehen, sind alsdann A und o positiv. Ist a = 1, so 
liegt dies schon in unserei" Voraussetzung; denn für diesen Fall ist: 

Ist dagegen « > 1, so ist wenigstens sogleich klar, dass ^, welches nach Obigem 

der unmittelbar unter — liegenden ganzen Zahl gleich ist, positiv sein wird. 

Dass aber auch o positiv ist, erhellt wie folgt. Da X positiv ist, so sind auch 
die Zähler der oben gebildeten Näherungsbrüche positiv und bilden vom ersten 
incl. ab eine wachsende Reihe, so dass also />5P ist. Da nun: 

so wäre, wenn ff = angenommen würde, ä = ^ <Z y, und wenn man a ne- 
gativ voraussetzte, S ebenfalls negativ entgegen unserer Annahme. 

Bezeichnen wir zu grösserer Grleichförmigkeit die positiven Zahlen X, o 
mit /, s, so ist also in unserem besonderen Falle: 

^ = (l,m,.. „ r), 1 = (?, m, . . „ ., b), m = (i m,..., r, ., ß), 

wo die Glieder /, m, . . ., r, s sämmtiich positiv und in gerader Anzahl sind. 



Indem wir jetzt zu dem eigentlichen Gegenstande dieser Abhandlung 
übergehen, bemerken wir, dass alle quadratischen Formen: 

ax'''i-2bxy-{'cy' = (a, b, c), 
die hier zu betrachten sind, dieselbe positive Determinante: 

D = b^ — ac 
haben, was daher nicht weiter zu erwähnen sein wird. Die positive ganze 
Zahl D ist beliebig bis auf die Beschränkung, dass sie keinem Quadrate gleich 
sein darf. Da hiernach die äusseren Coefficienten a, c immer von Null ver- 
schieden sind, so erhellt, dass, sobald ausser D noch der mittlere und einer der 
äusseren Coefficienten gegeben sind, auch der andere, und folglich die Form 
selbst völlig bestimmt sein wird. 

Jeder Form (a, b, c) lassen wir eine aus denselben Coefticienten gebildete 
Gleichung : 

a+2b<o-\~cc}' = 

Ü. Lejeuac Dnioiilot's Werke. II. 19 
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entsprechen, deren Wurzeln : 

«> = ^i+ 1^ 

immer auf dieselbe "Weise, wie es hier geschieht, nämlich so dargestellt werden 
sollen, dass der unveränderte dritte Coefficient e den Nenner bildet. Unter 
dieser Voraussetzung können die beiden Werthe von w, dem oberen und un- 
teren Zeichen entsprechend, als die erste und zweite der zur Form (o, b, c) 
gehörigen Wurzeln unterschieden werden. Wie leicht zu sehen, ist eine Form 
durch ihre Determinante und eine der zu ihr gehörigen Wurzeln völlig bestimmt. 
Gehört nämlich derselbe Werth zu beiden Formen (a, b, e), (A, B, C) als erste 
Wurzel oder zu beiden als zweite, so hat man die Gleichung: 

— Sz^yS _ —Bi^Y D 
~ü " C """ ' 

in welcher entweder die oberen oder die unteren Zeichen gelten, und aus der 
wegen der In-ationalität von VD sogleich: 

d. h. die Identität der beiden Formen folgt. 
Wenn im Folgenden zwei Formen: 

(1) aa)^+-2hxy-{-cy\ AX'-^2BXY^CY'' 

äquivalent genannt werden, so ist darunter immer die eigentliche Äquivalenz 
zu verstehen, so dass also dieser Ausdruck die Existenz einer Substitution: 

(2) ^. = aX+ßY, y = rX+SJ, (°' ^) 
einschliesBt, deren Coefficienten die Bedingung: 

(3) ad-ßy = 1 

erfüllen, und durch welche die erste Form in die zweite übergeht. Aus jeder 
solchen Substitution folgt dann durch Auflösung der Gleichung (2) nach X und Y 
eine ähnliche, welche die zweite Form in die erste vei'wandelt. 

In gewissen singulären Fällen giebt es bekanntlich ausser den eben be- 
sprochenen Substitutionen andere, durch welche äquivalente Formen in einander 
übergehen und die statt der Bedingung (3) die entgegengesetzte aS — ßy = — 1 
erfüllen. Wir bemerken hier ausdrücklich, dass Substitutionen dieser letzteren 
Art im Folgenden überall auezuschliessen sind. 
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Nach diesen vorläufigen Feststellungen ist es nun leicht, die folgenden 
Sätze zu beweisen. 

I. „Zwischen den gleichnamigen zu den äquivalenten Formen (1) ge- 
hörigen Wurzeln o) und i2, und den Coeffieienten der Substitution (2) besteht 
immer die G-leichung: 

Bringt man die zu beweisende Grleichung in die Form: 

ßw—d 
setzt für Ol seinen Werth und befreit den Nenner von der Irrationalität, so 
wird die rechte Seite mit Berücksichtigung der Gleichungen atf — ßy = 1, 
D = b^^ac: 

wo; 

M= aaß-\-b(aä+ßY)+CYd, 

N = aß^-i-^bßä-hcS^ 
gesetzt ist. Da nun die Ausdrücke M und N mit denjenigen zusammenfallen, 
welche man fiir B und C erhält, wenn man die Substitution (2) auf die erste 
der Formen (1) anwendet, so ist die Behauptung bewiesen. 

n. „Findet die Gleichung (4) für ein Paar gleichnamiger zu den 
Formen (1) gehöriger Wurzeln o) und £i statt, und erfüllen zugleich die ganzen 
Zahlen «, ß, y, ä die Bedingung (3), so sind die Formen äquivalent und die 
erste geht durch die Substitution (2) in die zweite Ober." 

In Folge der Voraussetzung hat man ohne neue Rechnung: 

—BnpyP __ —Mqzyp 
C ~^ iV "' 

wo entweder die oberen oder die unteren Zeichen gelten. Es ist folglich: 

B = M, C=N, 
d. h. die Form, in welche («, h, c) durch die Substitution (2) übergeht, fällt 
mit der Form (_A, B, C) zusammen. 

Es versteht sich übrigens von selbst, dass die Gleichung (4), sobald sie 
für ein Wurzelpaar gültig ist, auch für das andere stattfindet. 

19' 
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III. Es werden später häufig sogenannte benachbarte Formen, d. h. 
Formen zu betrachten sein, die sich wie: 

(«, 4, „'), ("', *', »") 
SO an einander schliessen, dass der letzte Coefficient dei' ersten mit dem ersten 
der zweiten zusamnienfiillt, imd deren mittlere Coeffieienten A, b' zugleich die 
Bedingung erfüllen: 

b-\-l>' = (mod. «'). 
Solche Formen sind immer äquivalent. Wendet man nämlich auf die erste die 
Substitution ( ' j an, welche die Bedingung (3) erfüllt, ohne dass S bestimmt 
wird, so erhält man eine neue Form, deren erster Coefficient a' ist, während 
der zweite gleich — 6 — a'^, also dem gegebenen b' gleich wird, wenn man 
J = — — i — setzt. Für unsere Formen wird die Gleichung (4) zwischen den 
gleichnamigen zu denselben gehörigen Wurzeln w, co': 

(o = (J — — j- , oder w' = — — —j- . 

§■ 4. 
Wenn von den beiden zur Form (a,b,c) gehörigen Wurzeln: 

c ' c 

die erste ihrem absoluten Werthe nach über, die zweite unter der Einheit liegt, 
und diese Wurzeln überdies entgegengesetzte Zeichen haben, so heisst die Form 
eine reducirte. In Folge der ersten Bedingung ist ä > 0, in Folge der zweiten 
& <; yS. Das Product — ac ^ D — b^ ist demnach positiv, d. h. die äusseren 
Coeffieienten a, c haben entgegengesetzte Zeichen, und es leuchtet zugleich ein, 
dass das Zeichen der ersten Wurzel mit dem von a übereinstimmt und dem 
Zeichen von c entgegengesetzt ist. 

Ist die Form (a,b,c) eine reducirte, so ist es auch die Form (c, b, d), 
wie dies daraus folgt, dass offenbar jede zu der einen gehörige Wurzel dem 
reciproken Werthe der zur andern gehöiigen ungleichnamigen Wurzel gleich ist. 

Für jede Determinante D giebt es nur eine endliche Anzahl von redu- 
cirten Formen, die man sämmtlich erhält, wenn man für jedes positive b < YD 
alle positiven und negativen Factoren c von D—b^ aufsucht, welche ihrem ab- 
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soluten "Werthe nach zwischen ^D-^-h und YD — b liegen, und dann für jede 
so erhaltene Combination b, c den ersten Ooefficienten a durch die Formel: 

bestimmt. 

Es soll jetzt mit Beibehaltung der in §. 3, III gebrauchten Zeichen und unter 
der Voraussetzung, dass (a,b,a") eine gegebene reducirte Form sei, untersucht 
werden, ob unter den dieser nach der rechten Seite benachbarten Formen 
(a',b\a"'), deren mittlere Ooefficienten durch die Grleichung; 

f,' = —h — a'6 
bestimmt werden, es eine oder mehrere reducirte giebt. Hierzu bemerke man 
zunächst, dass, wenn (a', b', a" ) eine reducirte Form sein soll, die zu ihr ge- 
hörige erste "Wurzel «' in ihrem Zeichen der ersten zu (a, b, a') gehörigen 
Wurzel CO entgegengesetzt sein muss, da dieselbe Zahl a' in der einen Form als 
erster, in der andern als dritter Coefficient vorkommt. Hiernach ist also in 

der Gleichung o)' ^ — -j- , wenn darin m den ersten Werth von oj bedeutet, 

die willkürliche ganze Zahl S so zu wählen, dass w' ein unechter Bruch werde 
mid 0} im Zeichen entgegengesetzt sei. Diese Forderung, ganz gleichbedeutend 
mit der, dass o) — & ein echter Bruch werde und im Zeichen mit o) tiberein- 
stimme, lässt sich offenbar immer und zwar nur auf eine Art erfüllen, indem 
man für ^ diejenige der beiden co unmittelbar benachbarten ganzen Zahlen zu 
wählen hat, welche auf derselben Seite von co liegt., wo sich die Null befindet. 
Da ü) numerisch grösser als die Einheit ist, so kann diese völlig bestimmte 
ganze Zahl S nie Null sein, stimmt im Zeichen mit ca überein, und liegt ihrem 
absoluten Werthe nach unmittelbar unter dem von co. Es ist hierdurch schon 
dargethan, dass es unter den Formen (a',b',a") nicht mehr als eine reducirte 
geben kann. Dass aber die dem eben definirten Werthe von d entsprechende 
Form wirklich eine reducirte ist, erhellt wie folgt. Lässt man in unserer Glei- 
chung: 

, 1_ 

'" ^ m-6 

m die zweite Wurzel bedeuten, so hat w dasselbe Zeichen wie ^S, Aa. d im 
Zeichen mit dem ersten Werthe von co übereinstimmt. Der Nenner oj^S, 
dessen zweiter Bestandtheil wenigstens der Einheit gleich ist, ist also ein un- 
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echter Bruch und folglich al ein echter Bruch, dessen Zeichen mit dem von S 
und also auch mit dem der ersten Wurzel m übereinstimmt, d. h. dem Zeichen 
der ersten Wurzel «' entgegengesetzt ist, wie es sein muss. 

Um den mittleren Ooefficienten V der völlig bestimmten rcducirten Form 
(a',h',a"'), welche der gegebenen (a,h,a'^ nach der rechten Seite benachbart 
ist, bequem darzustellen, bemerke man, dass nach Obigem, wenn o) — S^a 
gesetzt wird, wo (o die erste Wurzel bezeichnet, a ein echter Bruch von dem- 
selben Zeichen wie m sein wird. Setzt man nun co — a statt S in die Gleichung: 

b' = —b^a'ö, 
und führt zugleich für oj seinen Wei-th ein, so erhält man: 

h' = ^fD+a'ü. 
Hiernach und da der echte Bruch a hinsichtlich seines Zeichens mit co Über- 
einstimmt und folglieh a' entgegengesetzt ist, liegt also h' zwischen }fl) und 
yS^a', wo das obere oder das untere Zeichen gUt, je nachdem a' positiv oder 
negativ ist. Durch diese Bedingung, verbunden mit der Congruenz: 

/>' E^ — h (mod. «'), 
wird b' leicht und ohne Zweideutigkeit erhalten. 

Auf dieselbe Weise oder noch einfacher, indem man vermittelst der oben 
gemachten Bemerkung die Frage auf die eben behandelte zurückführt, überzeugt 
man sich, dass es eine und nur eine reducirte Form ('«, '5, ß) giebt, welche 
der gegebenen nach links benachbart ist. 

§.5. 

Bildet man aus einer reducirten Form (f„ die ihr nach rechts benach- 
barte <fi, aus dieser auf dieselbe Weise die Form tp^, u. s. w. , und verfährt 
ähnlich nach der entgegengesetzten Seite, so dass die reducirte Fomi (p^^ der 
gegebenen nach der linken Seite benachbart ist, u. s. w. , so erhält man die 
nach beiden Seiten unendliche Reihe äquivalenter Formen: 

■ ■ -. 9-^^ iP-i- ffa^ 9i^ 9r. ■ ■ ■' 
von welcher wegen der Endlichkeit der Anzahl der zu einer gegebenen Deter- 
minante gehörigen reducirten Formen zunächst klar ist, dass die in ihr enthal- 
tenen Formen nicht alle von einander verschieden sind, so wie auch, dass zwei 
dieser Formen, deren erste Coefficienten abwechselnd positiv und negativ sind, 
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nur dann identisch sein können, wenn die Differenz ihrer Iiidiees gerade ist. 
Andererseits folgt aus der Bildungsweise unserer Reihe, nach welcher jedes 
Glied das vorhergehende und folgende völlig bestimmt, dass, wenn zwei Formen 
identisch sind, je zwei andere, welche von diesen nach derselben Seite gleich 
weit abstehen, d. h. je zwei andere, deren Indices denselben Unterschied wie 
die Indices jener haben, ebenfalls identisch sein werden. Da sich hiernach jede 
Form nach beiden Seiten wiederholt, so sei unter den auf <f^ folgenden Formen 
((Dj„ die erste mit dieser identische. Alsdann sind die Formen: 

9-0) (Pi- 92' ■ ■ ■' 5P,„i ■ ■ -1 ^2«-i 
alle von einander verschieden. Dass die erate mit keiner der übrigen identisch 
sein kann, hegt schon in unserer Voraussetzung, und wären von den letzteren 
zwei, deren Indices um 2h verschieden seien, identisch, so wäre nach der vor- 
hin gemachten Bemerkung auch <p^ mit y),,, identisch, was offenbar unserer Vor- 
aussetzung widerstreitet, da 2h<C2n ist. Die eben betrachteten 2n Formen 
bilden eine Periode, die sich nach beiden Seiten ins Unendliche wiederholt, so 
dass also zwei Formen ^p^, fp^ identisch oder nicht identisch sind, je nachdem 
ihre Indices der Congi'ueuz: 

;(i = -v (mod. 2m) 

genügen oder nicht genügen. Übrigens versteht sich von selbst, dass man die 
Periode bei irgend einem ihrer Glieder beginnen kann, und dass unsere Reihe 
auch durch Wiederholung der aus denselben Formen gebildeten Periode: 

erzeugt werden kann. 

Da nach §. 3 eine Form (p, und die zu ihr gehörigen Wurzeln w^ sich 
gegenseitig bestimmen, so ist auch flär die Gleichheit von zwei gleichnamigen 
Wurzeln w^ , Wy die erforderliche und ausreichende Bedingung in der Congruenz : 

IX = V (mod. 2?i) 
gegeben. 

Bezeichnet ferner 6'^ die in dem absoluten Werthe der ersten Wurzel w, 
enthaltene grösste ganze Zahl, mit dem Zeichen von (o, genommen, so findet 
nach §. 4 zwischen den gleichnamigen Wurzeln m^, o}^,^^^ die Gleichung statt: 

1 
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Da ^,, durch die ei«te Wurzel «^ völlig bestimmt wird, so hat die Congruenz: 

/i ^ V (moi). 2n) 
die Gleichung: 

6^ = ^,. 
zur Folge, aber natürhch nicht umgekehrt. 

Da es gleichgültig ist, welchem Gliede der Reihe wir den Index Null 
beilegen, so soll zui- Vermeidung unnützer Unterscheidungen angenommen werden, 
dass die ersten Coefficienten der Formen mit geradem Index positiv sind. Unter 
dieser Voraussetzung stimmt also das Zeichen jeder ersten Wurzel co^ und des 
enfeprechenden Werthes S^ mit dem von ( — 1)'' überein, wogegen die zweite 
Wurzel cOy das entgegengesetzte Zeichen hat. 

Wir bezeichnen endlich noch den absoluten Werth von d\ mit /c,,, so 
dass also: 

i. = (—'^TK 

und wieder k^, = k^ sein wird, wenn fx und v nach dem Modul 2)i eongruent sind. 
Multiplicirt man obige Gleichung: 

und alle ähnlichen folgenden, je nachdem p gerade oder ungerade ist, abwech- 
selnd mit ±1, +1, so erhält man: 

±<n^=k^^-^ — , +a>,,^i = ^,+j + ^^^ ,-■-■ 

Versteht man nun unter den gleichnamigen Wurzeln m^, oj^_^_^^ (Oy+2> ■ ■ ■ erste 
Wuraeln, so sind ±a»^, ^=»,,4.,, . . . positive unechte Brüche. Man hat also die 
normale rein periodische Kettenbruch entwickelung: 

±<ü. = (K, K+,, K+,, ■■■') 
oder : 

Auf dieselbe Weise erhält man aus der Gleichung: 
der man die Form: 
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geben kann, und den ähnlichen dieser vorhergehenden, für den reeiproken Werth 
der zweiten Wurzel: 

— = (— l)''~'(^._n ^^-3' ■■■' K-in'-> '^.-n K-i^ ■■■)' 

und man sieht, dass die hier vorkommende Periode, deren Glieder sich auch 
■wie folgt schreiben lassen: 

durch Umkehmng der in der Entwickelung der ersten Wurzel enthaltenen Pe- 
riode entsteht. 

Es ist noch zu bemerken, dass für die Zahlenreihe, deren allgemeines 
Glied k^ ist, eine 2?i-gliedrige Periode die kürzeste Periode von gerader Glieder- 
zahl ist, durch deren Wiederholung sie erzeugt werden kann. Gäbe es nämlich 
eine kürzere mit der Gliederzahl 2m, so würden nach der oben für die erste 
Wurzel €0y gefundenen Entwickelung a>a und co^^^, und folglich auch g^a und 
5Ps„ zusammenfallen, entgegen unserer Voraussetzung, dass 2n der kleinste Index 
ist, für den ^^n mit y^ identisch wird. 

Endlich werde noch erwähnt, dass man die Gesammtheit der zu einer 
gegebenen Determinante gehörigen reducirten Formen immer in Perioden ver- 
theilen kann, wie wir sie in diesem Paragraphen betrachtet haben. Nachdem 
man aus einer reducirten Form die Periode, der sie angehört, gebildet hat, ver- 
ehrt man, falls nicht schon alle reducirten Formen in dieser ersten Periode 
enthalten sind, auf dieselbe Weise mit einer der noch übrigen Formen. Die 
so gebildete zweite Periode besteht aus Formen, die wie sie von einander, so 
auch offenbar von denen der ersten verschieden sind. Auf diese Weise fehrt 
man fort neue Perioden zu bilden, bis alle reducirten Formen erschöpft sind. 



Wir kommen nun zu der Frage, welche die Entscheidung beti-ifft, ob 
zwei gegebene Foiinen äquivalent sind oder nicht. Da man aus jeder Form 
leicht eine mit ihr äquivalente reducirte ableiten kann, andererseits aber Formen, 
welche derselben Periode angehören, immer äquivalent sind, so bleibt nur zu 
untersuchen, ob Formen aus verschiedenen Perioden äquivalent sein können. 
Da offenbar bei dieser Untersuchung jede der beiden mit einander zu verglei- 
chenden Formen beliebig in ihrer Periode gewählt werden kann, so wollen wir 

G. Lejeune Diri<;hlet's Werke. II. 20 
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die ersten Coefficienten beider Formen: 

% = {o., h, c), *o = (-^, B, C) 

positiv voraussetzen, jeder in ihrer Periode den Index Null beilegen, für die 
Periode der ersten alle in §. 5 gebrauchten Zeichen beibehalten und uns für die 
der zweiten der entsprechenden grossen Buchstaben bedienen, so dass also die 
zu unseren Formen gehörigen ersten Wurzeln durch die normalen Kettenbrüehe : 

% = (^0- '^1' ^^ ■ ■ ■). ßfl =" (^o> -^1' -^u. - ■ ■) 
dargestellt werden. Werden nun die Formen äquivalent vorausgesetzt, und geht 
die erste in die zweite durch die Substitution ( '^1 Über, so ist nach §. 3, I: 

Wie leicht zu sehen, kann « nicht Null sein. Alsdann wäre nämlich ^^±1, 
und folglich A^ c, was der hinsichtlich der Zeichen der Coefficienten ge- 
machten Voraussetzung widerspricht. Wir haben also nach §. 2, I eine Glei- 
chung der Form: 

«), = (;., m, ..., r, a, Q,) = (?., m, ..., r, a, K^, K„ ..., K^, . . .), 
wo die Glieder ^, m, . . ., ?■, a in gerader Anzahl '2g sind. Wird nun der Ketten- 
bruch nach §. 1 in einen normalen umgeformt, so wird, da coq positiv ist, die 
Anzahl der Glieder, bis zu einem hinlänglich entfernten, unberührt bleibenden 
Gliede /C gezählt, sieh um eine gerade Zahl 2 h ändern, wo h positiv oder 
negativ sein soll, je nachdem die Anzahl wächst oder abnimmt, und A = auch 
den Fall in sich begreift, wo der ursprüngliche Kettenbruch schon ein normaler 
ist. Nach der Umformung muss der Kettenbruch mit dem oben für ojf, ange- 
nommenen zusammenfallen. Es ist daher, wenn der Index y eine gewisse Grenze 
überschreitet : 

Schreibt man 2Ni-i-v statt r, wo 2Ni ein hinlänglich grosses Multiplum von 
2JV bedeutet, so kann das neue y jeden positiven Werth mit Einschluss der 
Null annehmen, und man erhält, wenn man 2 Ni im Index von K weglässt und 
2g-^2h'{-2N'i im Index von k auf seinen nach dem Modul 2n genommenen 
Rest 2 m redueirt: 

K = *„„.. 
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Es ist mithin i2„ = co^,,, und folglich 0^ = (p^„„ d. h. die zweite Foi'm ist in der 
zur ersten gehörigen Periode enthalten und entspricht in dieser dem Index 2m. 
Formen aus verschiedenen Perioden können demnach nicht äquivalent sein. 



§.7- 

Nachdem wir den schwierigsten Satz der Theorie der quadratischen 
Formen von positiver Determinante auf eine einfache Weise bewiesen haben, 
bleibt uns noch mit wenigen Worten anzudeuten, wie die übrige Lehre in den- 
jenigen Punkten, die nicht sowohl auf diesem Satze als vielmehr auf der Be- 
gründung desselben beruhen, unserem Beweise gemäss zu modificiren ist. 

Da die Operationen, durch welche man die Äquivalenz zweier Formen 
erkennt, immer eine erste Substitution ergeben, durch welche die eine Form 
in die andere übergeht, so bleibt hinsichtHch der Äquivalenz nur noch die Auf- 
gabe, aus einer gegebenen Transformation einer Form in eine andere alle Übrigen 
abzuleiten. Diese Aufgabe wird leicht auf die einfachere zurückgeführt, alle 
Transfoiinationen einer Form in sich selbst darzustellen, und man kann dabei 
voraussetzen, dass die Coefficienten der Form ohne gemeinschaftlichen Theiler 
sind, da jede Substitution, durch welche eine Form in sich selbst übergeht, 
bei der durch Entfernung des gemeinschaftlichen Theilers entstandenen neuen 
Form denselben Erfolg hervorbringt und umgekehrt. Ist nun {a, b, c) eine Form, 
deren Coefficienten a, b, c keinen gemeinschaftlichen Theiler haben,, so wird 
der grösste gemeinschaftliche Theiler von a, 2b, c, den wir, positiv genommen, 
a nennen wollen, 1 oder 2 sein, von welchen beiden Fällen der letztere Übri- 
gens nur stattfinden kann, wenn die Determinante D = b" — ac die Form 4A + 1 

hat. Dies vorausgesetzt, beweist man*), dass alle Substitutionen I '^), welche 
die Form in sich selbst verwandeln, durch die Gleichungen: 

t — bu cu _^ au . t-i-bu 

erhalten werden, wenn man in diese alle ganzen Zahlen l, u einsetzt, welche 



*) Disq. arith. pag. 181 oder Ckellb's Journal Band 24 S. 328'). De 
Beweis gilt für complexe Zahlen, bleibt aber wörtlich für reelle anwendbar, i 
brauchten Zeichen lu dasselbe versteht, was hier mit a bezeichnet ist. 



1 letzteren Orte gegebene 
man nnter dem dort ge- 
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der Gleichung: 

genügen, und zeigt zugleich, dass die vollständige Auflösung dieser unbestimmten 
Gleichung leicht aus der in den kleinsten positiven Zalilen ausgedrückten Auf- 
lösung abzuleiten ist. 

Man kann nun den Zusammenhang zwischen beiden Problemen zur Auf- 
lösung der unbestimmten Gleichung benutzen, da sieb das Transformations- 
problem für den Fall einer reducirten Form direct lösen lässt. "Wir können 
hierbei a in der reducirten Form positiv voraussetzen und uns auf die Betrach- 
tung derjenigen Substitutionen beschränken, deren Coefficienten a, ß, y, d sämmt- 
lich positiv sind. Ist: 

der normale periodische Kettenbruch, welcher die erste der zur Fonu (a, b, c) 

gehörigen Wurzeln darstellt, und bezeichnen —,-0 zwei auf einander folgende 

Näherungswerthe desselben, deren zweiter dem Endgliede /c2„_i irgend einer Pe- 
riode entspricht, so hat man: 

aus welchen Gleichungen nach §. 3, II, wenn man die dort vorkommenden 
Formen identisch voraussetzt, folgt, dass unsere Form durch die aus vier po- 
sitiven Coefficienten gebildete Siibstitution ce, ß, y, S in sieh selbst übergeht. 
Umgekehrt ist leicht zu zeigen, dass man alle Substitutionen der bezeichneten 
Art auf diese Weise erhält. Sind nämlich a, ß, y, S die Coefficienten einer 
solchen, so schliesst man aus §. 3, I, dass obige zwei Gleichungen stattfinden. 
Giebt man nun der zweiten, welche für beide Wurzeln oj gilt, die Form: 

ß^^^(a — d)ia—r = 0, 
und bemerkt, dass von diesen Wurzeln die erste zwischen 1 und co, die zweite 
zwischen — 1 und liegt, so folgt, dass die linke Seite für cu ^^= 1 negativ, für 
01= —1 positiv sein muss. Man erhält so die beiden Ungleichheiten: 

j-_R > ß—S, ä—y > a~ß, 
aus welchen leicht diese neuen: 
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abgeleitet wei-den.') Die Richtigkeit der ersten ergiebt sich, indem man von 
der entgegengesetzten Annahme ä^y ausgeht, aus welcher, wegen ad^ßy, 
ff > /? oder « — /? > 0, und dann, nach der zweiten der obigen Ungleichheiten, 
(^ > y folgt. Setzt man zweitens « > z, so kann nicht zugleich S':> ß sein, 
da dann ccS um wenigstens 3 Einheiten grösser als ßy sein würde. Aus 
ß—S'^O folgt aber nach der ersten der obigen Ungleichheiten: j' > ff. Da 
80 die Annahme « > / auf einen Widerspruch führt, so ist nothwendig >' > «. 
Es finden hiernach alle in §. 2, II gemachten Voraussetzungen statt, und 
man hat: 

-l = (l, ,»,..., .■), j- = (l,m,..., r, ,), « = (I, m, , . ., ,■ «, »). 

Setzt man für die erste Wurzel cu obige Entwickelung ein, so erhält 
man zwei gleiche und folglich identische normale Kettenbrüche, so dass die 
Eeihe /, ?n, . . ., r, s nothwendig aus einer oder mehreren Perioden k^, 

k,, . . ., ks„_i besteht und — , -j-, wie vorhin behauptet wurde, zwei auf ein- 
ander folgende dem Ende einer Periode entsprechende Näherungswerthe sind. 
Da nun a, ß, y, 3 offenbar wachsen, wenn man von einer Periode zur folgen- 
den übergeht, so werden die kleinsten positiven Substitutionscoefficienten dem 
Ende der ersten Periode entsprechen, und man überzeugt sich auch leicht, dass 
sie in den oben angeführten Gleichungen aus den kleinsten positiven Werthen 
von if und u erhalten werden. Nach der ersten und vierten jener Gleichungen 
ist nämlich: 

ff* a^ ff^ o^ 

Da nun —ac positiv ist, so haben « und d' immer dasselbe Zeichen, welches 
wegen: 

a+d = — -■ 

das Zeichen von t ist. Ebenso sieht man aus den Ausdrücken für ß und y, 



{j— o)(r+'5) > -1, (S-rn«+r) > i> 
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dass auch diese, wenn sie nicht beide Null sind, was m=0 voraussetzt, im 
Zeichen mit u übereinstimmen. Die oben untersuchten positiven Substitutionen 
"> ßi Yi ^ werden also aus positiven t, u erhalten, und da ß, y mit u wachsen, 
so entspricht die in den kleinsten Zahlen ausgedrückte Substitution den kleinsten 
positiven Werthen von t, u, die folglich, sobald jene aus dem Kettenbraehe 
bestimmt ist, durch die Gleichungen : 

gefunden wei'den. 
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SfflPLIFICATION BE LA THEORIE 

DES FORMES BIMIRES DU SECOKD DEGRE 

A D^TERMIMNT POSITIF. 

Lu a l'Acadetöie des Sciences de Berlin le 13 juiliet 1854. 
[Traduit de rAllemand par M. Jules Hoüel.*)] 

Plus le domaine de l'arithm^tique transcendante s'est agrandi, depuis 
l'epoque memorable de la publication de l'oavrage de G-aüss et par les travaux 
qui l'ont suivie, plus il est ä desirer que Taeces de cette belle branche de l'ana- 
lyse soit rendu plus facile par des simplifications apport^es ä ses Clements. 
C'est pour arriver ä ce but que d^jä, dans plusieurs de mes Memoires, j'ai fait 
pr^c^der mes propres recherehes de nouvelles demonstrations des propositions 
connues sur lesquelles je m'appuyais. Le present travail, consacre ä la throne 
des formes quadratiques ä d^terminants positifs, a aussi pour but une slmpli- 
fication analogue. On sait que cette th6orie, sous sa forme actuelie, exige des 
consid^rations trös d^taillees, et que l'on peut ecarter, comme on le verra par 
l'exposition suivante. Je vais commencer par quelques remarques sur les frac- 
tions continues; bieri que ces remarques ne contiennent aucun fait nouveau, i! 
n'en est pas moins utile de les placer ici sous la forme qui convient ä l'appli- 
cation qiie nous devons en faire. 

§1- 

Nous designerons, dans ee qui va suivre, une fraction continue 
1 



*) Kous sommes heureus de pouvoir joiiidre ä la traduction de M. Hoüei, utio additioa i 
1 § VII) que Tauteur meme du Memoire, M. Dibichlet, a bien voulu nous remettre au mois d'aoüt 
t l'extrait d'nne Lettre qu'il nous a adressee pius tard au sujet du § IV. 

(J. Ll(HJVILI.B.) 

G. Leieuno Dirichlet's Werke. 11. 21 
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d'un nonibre de termes fini ou infini, par la notation 

(a.ß,r,...y, 

et d'abord observons que nous n'aurons ä coneiderer que des fractions continues 
dont tous les termes seront des nombres entiers, ä l'exception bien entendu, 
du dernier, dans le cas od, le dtSveloppement n'etant pas pousse jusqu'au bout, 
ee dernier terme, considere comme un quotient complet, peut avoir une valeur 
quelconque. Les fractions continues dont la consid6ration est la plus importante 
dans les recherclies sur les nombres, sont ceUes dont tous les termes, exceptö 
le premier (qui peut aussi etre nul), ont des valeurs positives. Une quantitö 
irrationnelle positve co peut s'exprimer d'une seule maniere par une fraction 
continue de cette espece; et l'expression de oj sous cette forme, ou, si oj est 
n^gatif, l'expression de sa valeur absolue precedee du signe — , est ce que nous 
appeUerons le developpement normal de oj en fraction continue. 

Le Probleme que nous devons traiter d'abord est celui-ci: D'une fraction 
continue de la forme 

m = (a, ß, .. ., ^, V, p, q, r, ..., u, v, .. .), 
oü les termes ne commencent ä dtre tous positifs qu' ä partir de p inclusive- 
ment, deduire le developpement normal de la quantit^ irrationnelle w. II est 
ais6 de montrer que Ton peut atteindre ce but par une serie de transformations 
n'affectant en rien les termes qui suivent un terme suffisamment öloigne u, et 
que la difFerence entre le nombre des nouveaux termes qui se trouvent iinalement 
introduits ä la place de ß, /?,..., w et le nombre des termes primitifs sera 
paire ou impaire, suivant que oj est positif ou negatif. 

Pour nous en convaincre, considerons d'abord ie cas oü i' n'est pas le 
premier terme. Dans cette hypothfese, on peut remplacer ju, v et quelques-uns 
des termes qui les suivent immediatenient, tous les autres restant sans alteration, 
par de nouveaux termes dont le nombre a une ditförence paire avec le nombre 
des anciens termes, et qui, ä l'exception du premier (lequel peut etre nul ou 
negatif), sont tous positifs, de sorte que l'irrögularite du developpement donne 
recule au moins d'un rang. Dans cette transformation partielle, U laut distinguer 
divers cas, selon que v a une valeur nulle ou une valeur negative — n. Dans 
le premier cas, les trois termes, /*, 0, f doivent etre remplaces par le terme 
uniqne fi.-\-'[). Le second cas se subdivise en trois autres, suivant que l'on a 
»>1; w^l, p>l; «^1, p=l- 
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Dans ces trois cas, on se servira respectivement des trois t^quations suivantes, 
qu'il est facile de verifier, 

(f, -«. P, 3, ) = (f^-h 1. «-2,1, p-1,^, ...)*), 

(^i, -l,p,q, ) = (^-2, 1, p-2, q, . . .), 

C^, -1, 1, q, r, s, ...) = Cf(-?-2, 1, r-1, s, . . .). 
On voit qu'une teile transformation partielle fait varier, suivant le cas, le norabre 
des termes de 2, 0, — 2 unites; et il est ä peine besoin d'avertir que lors- 
qu'une des difförences n—2, p—l, p—2, r — 1, qui, d'apres nos suppositions, ne 
sauraient etre negatives, se röduit ä zero, il faut remplaeer le terme niil et les 
deux tei'ines positifs qui le pr6c6dent et le suivent immödiatenient, par an seul 
terme egal ä la somnie de ces deux termes. 

Par un emploi r^p^te de ce procöd^, on parvient ä rendre positifs tous 
les termes, a partir du seeond inciusivement. Si alors le premier terme n'est 
pas n^gatif, rop^ration est termin^e, et le resultat est conforme ä ce qui a 6te 
dit plus haut, puisque tous les changements introduits successivement dans le 
nombre des termes sont exprimös par des nombres pairs. Si au contraire le 
premier terme a une valeur negative —a, la fraction continue etant de la forme 

oy = (-a, h, c, d, ...), 
on remplaeera celle-ci, suivant qu'on aura 

^ >■ 1 oii J = 1, 
par la premiere ou la seconde des deux expressions 
«, = —(a—l, 1, Ä-1, c, ...), 
« = -(«~1, c-f-1, d, ...), 
de Sorte que le resultat aera encore ramene ä l'^nonce donne ci-dessus. 

§n. 

1". Si, entre deux quantitfe o), il et les nombres entiers «, ß, y, ä, 
dont le premier n'eSt pas nul, on a les relations 

m^=- —-- , ad—8y=\, 

a-hßii 



*) LiGRANBE avait dejä remarque (Memoires de UAcademie de Beilm ann^e 1768 page 152) que l on 
peut debarrasser une fnction oontinue de ses termes negatifs; mais lequatioa qml donne pour remplir fit 
objet, laquelle n'est autre chose que la premike de nos trois equations iiflst pas sutfisante pirce qup, dan»! 
le cas de n = 1, eile introduit un nouveau terme negatif, et si Ton veut le tute dispiraitre en appliq iint de 
neme Operation, on retombe sur la fractiou continue pri.po=ee 

21* 
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on peut toujours foriner une öquation teile que 

(u = (A, m, ..., r, G, ii\ 
le premier et le dernier des nombres entiers X, m, . . ., r, a ponvant seuls etre 
nals ou n^gatifs, tandis que les interm^diaires, qiiaiid ils ne manquent pas tout 
ä fait, sont positife et en nombre pair. 

Comme on peut, d' apres la forme que nous avons snpposee aux deux equa^ 
tions, changer simultanement tous les signes de «, ß, y, S, il est permis de 
supposer « positif. Si l'oii a maintenant « = 1 , il en rösulte imm^diatement 

,^_ Y-V(ßY+ \)Si _, . f.. 
"- l-\-ßSi -f'^''^' ^'■ 

Si a>l, changeons, par la methode ordinaire, ~ en fraction continue, en 



s divisions de maniere ä avoir toujours des restes positifs, On obtiendra 
ainsi la fraction continue 

i = a, -....,.•), 

oü le terme A est le seul qui puisse ^tre nul ou n^gatif, et oü le nombre des 
termes m, . . ., r peut etre supposö pair; car le temie r, pour lequel on a 
d'abord obtenu une valeur plus grande que Tunitö, peut, s'il est nöcessairej se 
decomposer en (r—l, 1). Les reduites suecessives de cette fraction continue, 

2^ Am -4-1 ^ Y_ 

etant irrediietibles et ayant des denominateurs positifs, la derniere de ces re- 
duites äura non seuiement la mßrae valeur, mais aussi les memes termes que 
■^-- Comme on a de plus, par une propriete connue, 

a(f—yf = 1, 
il vient, en comparant cette relation avec ceUe qui a lieu entre «, ß, y, d\ 

ß = aa-\-f, S=Y<^-^9, 
a ^tant un norabre entier, La fraction - 
terme ö, etre introdnite dans la serie des reduites, et Ton a 

2". II laut encore, pour ce qui va suivre, examiner de plus pi'es le 
eas particulier oü «, ß. y, 8 sont tous positifs, et satisfont en meme temps aux 
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coiiditions 

Y>ct, S>y. 
II est facile de voir que A et a Ront alors positii's. Si « = 1, cela resulte 
immediatement de notre Hypothese, puisque, daiis ce cas, ^ =^ y, a := ß. Si, 
au contraire, « > 1, il est au moins tout d'abord evident que ^, qui est ögal, 

d'aprfes ce qui precfede, au nombre entier iniraediatement införieur ä — , doit 

6tre positif. On peut s'assurer comme il suit qu'il en est de m6me pour g. 

Puisque X est posItif, les numörateui^ des r^duites que nous avons formöes 
plus haut seront aussi poaitifs , et iront en croissant ä partir du premier 
inclusivement, de sorte que l'on a aussi y > Jp. Or, de ce que S = Ya-\-<p, 
il en resulterait, si l'on supposait ö = 0, 

et si ron supposait o negatif, <5' serait aussi negatif, contrairement ä notre 
hypothfese. 

Designons, pour plus d'unifoi'mite, par l, s les nombres positifs 2,, g; on 
aura, dans le cas particulier que nous considerons, 

-^- = («>», ■■■,'■), j = (l,m,...,r,i), » = 

les termes l, m, n, . . ., r. s etant tous positifs et en nombre pair. 

§. iii. 

Fassons maintenant ä l'objet principal de ce M^moii'e, et remarquons 
d'abord que toutes les fonnes quadratiques 

aa!*+ 2&iB?/+cj/^ ^ (a, b, c), 
dont nous nous occnperons, auront le mcme determinant positif 

D = b'— ae; 
nous en avertissons ici une fois pour toutes. Le nombre entier et positif D 
est arbitraire, avec cette seule restriction qu'il ne peut ötre egal ä un carr6. 
Les coefficients extremes a, c, ötant, en vertu de notre hypothese, differents 
de zero il est evident que, des qu'on connalt, outre D, le coefficient moyen 
et Tun des deux extremes, l'autre extrfeme sera completement d^terminiJ, et 
partant la forme elle-merae le sera aussi. 

Ä chaque forme (a, b, c,), nous ferons con-espondre une öquation 
a -H 2^X0 -H cw' = 0, 
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formee avec les mßmes coefficients, et dont nous representerons toujours les 
racines sous la forme 



de teile sorte que le troisieme coefficient c non altere forme le denominateur. 
Cela pos^, les deux valeurs de co, qui correspondent au signe superieur et au 
signe iiiferieur, seront deeignees, pour les distinguer, par les noms respectifs de 
premifere et de seconde racine appartenant h, la forme (a, h, c). On voit 
aisement qu'une forme est complfetement determinee lorsqu'on connalt son deter- 
minaiit et l'une des racines qui lui appartiennent. Car si une möme quantite 
appartient ä la fois, soit comme premiere racine, soit comme seconde racine, 
a deux formes («, h, c), (A, B, C), on aura l'ögalite 

c "~ C 

dans laquelle il faut prendre enserable, soit les eignes superieurs, soit les signes 
införieurs, H en resultera imm^diatement, ä cause de l'iiTationalitö de YD, B ^ b, 
C = c; donc les deux formes sont identiques. 
Lorsque nous dirons que deux formes 

(1) ax''+2b!cy + cy\ ^X^+ 2ßXy-t-C7=, 

sont äquivalentes, nous entendrons toujours qu'il s'agit de l'equivalence propre, 
de Sorte que cette supposition implique l'existence d'une Substitution 

(2) x = aX+ßY, y=^rX-^6Y, 



(3) a§-ßy = 1, 

et par laquelle la premiere forme se cliange en la seconde. Au moyen d'une 
teile Substitution, en resoivant les equations (2) par rapport ä X et ä F, on en 
d^duit une autre Substitution semblable par laquelle la seconde forme se change 
en la premiere. 

On sait que, dans certains cas particuiiers, outre les substitutions dont 
nous venons de parier, il y en a d'autres qui servent aussi ä passer d'une forme 
a une autre forme äquivalente, et qui, au Heu de satisfeire h requation (3), 
satisfont ä Celle -ci 

aS-ßy = -1. 
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Nous avertissons ici expresaement que nous excluons tout ä fait cette 
denii^re espfeee de substitutions. 

Apres les preliminaires que nous avons poses, il est facile de demontrer 
les propositions suivantes: 

1". Entre les racines eorrespondantes, ou de meme nom, co, £i, apparte- 
nant aux formes equivalent^ (1), et les coefficients de la Substitution (2), on 
a toujours la relation 

Mettons requätion que nous voulons demontrer sous la forme 



rempla^ons co par sa valeur, et faisons disparaltre l'irrationalite du denominateur; 
le second membre, en vertu des equations 

aS — ßy = \, D = P—ac, 
deviendra 

N 
en posant 

M=aaß-hb(aS-\-ßy)-hcrÖ, N= aß' + 2bßS+<:^\ 
Or les expressions de M et de iV coTncidant avee eelles que Ton obtient pour 
£ et C lorsqu'on applique la Substitution (2) h, la premiere des formes (1), 
notre assertion est deraontree. 

2". Si r^quation (4) a Heu pour un couple de racines eorrespondantes 
CO, J2 appartenant aux formes (1), et qae les nombres entiers «, ß, y, ä satis- 
fassent en m^me temps ä la condition (3), les deux formes sont äquivalentes, 
et la premiere se change dans la seconde par la Substitution (2), 

D'apres Thypothese, on trouve sans nouveau caicul 

— ^^yS _ —M=f.YD 
C' ~ N ' 

oü l'on doit prendre ensemble, seit les signes superieurs, soit les signes inferieurs. 
On a par coit^equent 

B = M, C = N, 
c'est-ä-dire que la forme dans laquelle (a, b, c) se change par la Substitution (2) 
coincide avec la forme {A, B, C), 
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U va Sans dire d'ailleurs que si F^quation (4) a Heu pour iin des oou- 
ples de racines, eile a aussi lien pour l'aatre. 

3". Noue aurons souvent a considei-er, dans ce qui suit, des formes 
contiguSs, c'est-ä/-dire des formes li^es entre elles corame les fonnes 

(a, h, a-), («', h', a'% 
de teile sorte que le dernler coefficient de l'une soit egal au premier coefficient 
de l'autre, tandis que leurs coefficients moyens Ä, h' satisfont a la eondition 

h + b'~Q (mod.a')- 
De pareilles formes sont toujours equivalentes. Gar si l'oti applique ä la pre- 

mifere la Substitution i i' il? qui remplit la condition (3), S restant inde- 

termine, on obtient une nouvelle forme dont le premier coefficient est = a, 
tandis que le second, = — h — a'§, devient egal au coefficient donnö b', si 
l'on pose 

S = ^ ^-±— . 

Pour ces deux formes, l'equation (4), entre les deux racines correspondantes 
Ol, m' qui leur appartiennent respectivement, devient 



§. IV. 

Si les deux racines 

qui appartiennent a la forme (a, b, c) ont leurs valeurs absolues, la pi'emiere 
supörieure, la seconde inferieure ä l'unite, et que de plus ces racines soient de 
signe contraire, la forme est dite alors une forme reduite. En vertu de la pre- 
miere condition, on a & > 0, et en vertu de la seconde b <Z YD. Le produit — «c 
= D—b^ est donc positif, et les coefficients extremes a, c sont de signe con- 
traire. II est Evident en mßme temps que la premiere racine est de m^me 
signe que a et de signe contraire ä c. 

Si la forme (a, b, c) est une forme reduite, il en est de möme aussi 
de la forme (c, b, ä); cela resulte de ce qne chaque racine de l'une des for- 
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mes a pour valeuv l'iiivei'se de la racine non correspondante appartenant 
ä l'autre forme. 

Pour un determinant donn^ D, il n'existe qu'un nombre fini de formes 
reduites, qui s'obtiennent toutes en eherchant pour ehaque valeur de & < yD tous 
les diviseurs c, positifs ou nögatifs, de J) — b^, dont les valeurs absolues soient 
comprises entre ^fD-\-h et VD — h; puis en determinant, pour ehaque combi- 
naison h, c aiiisi obteime, le premier coefficient a par la formale 



En conservant la notation du §. III, 3", supposons que («, 6, a') soit 
une forme reduite donnee, et cherchons si, parmi les formes («', &', a") contl- 
guSs ä celle-lä par la derni&re partie, et dont les coefficients moyens sont 
determin^s par l'öquation 

V = —b—a'S, 
i] se trouve une ou plusleurs formes reduites. Pour cela, remarquons d'abord 
que, si (a', h', a") est une forme reduite, la premifere racine co' appartenant ä 
cette forme, devra etre de signe contraire ä la premiere racine co appartenant 
ä (a,, b, a'), puisque le mßme nombre a' entre dans Tune de ces formes eomme 
premier coefficient, et dans l'autre comme troisieme eoeffieient. Par eonsiquent, 
dans l'equation 

' _ 1 

'^ ~ CO— rf ' 

oü 03 est pris avec sa premiere valeur, il faut choisir le nombre entier arbi- 
traire S de teile sorte que co' soit num^riqueraent plus grand que Tunite, et de 
signe contraire ä a>. Cette condition, qui revient simplement ä exiger que co — S 
soit num^riquement moindre que l'unit^ et de meme signe que co, peut evidemment 
etre satisfaite dans tous les cas, et ne peut l'etre que d'une seule maniere, en 
prenant S egal au plus grand nombre entier contenu dans la valeur numerique 
de (o, et lui donnant le signe de co. co etant numeriquement plus grand que 
l'unite, ce nombre entier ä, qui est raaintenant completement determinö, ne 
pourra Jamals Stre nul. II est donc ainsi dömontrö que, parmi les formes 
(a!, b\ «"), il n'y a pas plus d'une fomie reduite. Nous allons maintenant faire 
voir que la forme correspondante ä la valeur de i^ que nous venons de d^tei-- 
miner est reellement reduite. Supposons que, dans notre equation 
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ü) designe la seconde racine; ca sera de möme signe que — S, puisque S est de 
meme signe que la premiere valeur de o). Le d^nominateur <o—S, dont le 
second terme est au moins egal ä Tunit^, est donc num^riquement phis grand, et 
par consequent w' est numeriquement moindre que l'unite, et son signe est le 
meme que celui de S, et par suite aussi que celui de la premiere racine tw; il 
est donc contraü-e ä. celui de la premiere racine co', comme cela devait ötre. 
Pour obtenir coramodement le coefficient moyen h' de la forme röduite 
(«', b', a"), laqtielle est maintenant complfetement determinee*), remarquons 
que, d'apres ce qui pr^cMe, si l'on pose 

m-rf = ff 
(co designant la premiere racine), o sera numeriquement moindre que l'unite et 
de meme signe que co. Rempla^ons & par co — g dans l'equation 

b' = ~b — a'S, 
et substituons en meme teraps ä w sa valeur; on a ainsi 

De cette equation et de ce que la fraction ff est de meme signe que w et par 
suite de signe contraire ä a', il resulte que b' est compris entre yD et ^D^a', 
en prenant le signe supörieur ou le signe införieur, selon que a! est positif ou 
negatif. Au moyen de cette condition, jointe ä la congruence 

b' = — h (mod. a'), 
on determinera faeUement et Sans ambiguVte la valeur de b' . 

Par un raisonnement semblable, et que l'on peut encore simplifier en 
ramenant, d'apres une remarque faite plus haut, Ja question ä ceile que l'on 
vient de traiter, on dömontre qu'il existe une forme reduite, et une seule 
('«, '6, ([), contigue par la premiere partie ä la forme donnee. 

§. V. 
Etant donnöe une forme reduite cp^, calculons la forme tp^ eontiguS k tp^, 
par la derniere partie ; calculons de möme la forme (p^ contigug ä cp^, et ainsi 
de suite. Effectuons un calcul semblable de l'autre c6t6, et dcsignons par 
<p_^ la forme contiguö ä. la proposee par la premiere partie, et ainsi de suite. 
On obtient ainsi la serie suivante de formes äquivalentes, 
. . . , y_s, y-i, <fo, SPi, <fi, ■ ■ ■ , 



") Voir plus bas (page 375) ') Festrait d'une Lettre de M. Dieichlet, (J. Liouville). 
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indefinie dans les deux sens. Le nombre de formes reduites qui appartiennent 
ä un determinant donne etant iini, il en resulte evidemment que les formes eon- 
tenues dans cette serie ne sont pas toutes differentes entre elles; et en mSme 
temps que ces formes, ayant leurs premiers coefficients alternativement positifs 
et nögatifs, deux d'entre elles ne peuvent 6tre identiques que si la difference 
de leurs indices est paire, D'autre part, d'apres la maniere dont notre serie 
a ^t^ formte, chaque terme determine compl^tement le pree^dent et le suivant, 
d'oü il suit que, si deux formes sont identiques, il en est de m^me de deux 
autres formes quelconques respectlvement öquidistantes des premieres dans le 
meme sens, c'est-ä-dire telles, que la difference de leurs indices soit la mßme 
que Celle des indices des premiferes, Chaque forme se reproduisant donc des 
deux cöt^s, soit fp^„ la premiöre des formes venant k la suite de <f^ qui soit 
identique avec y,,. Aloi« les formes 

5P(1> <PU 5P2, ■ ■ -, yn„ . ■ ., <fin-V 

seront toutes differentes entre elles. En effet, nous supposons deja que la, 
premiere n'est identique avec aucune des suivantes, et s'il s'en trouvait parmi 
ceUes-ici deux qui fussent identiques, et dont les indices differassent de 2A, ü 
faudrait, d'apres la remarque que nous avons faite, que tf^^ füt aussi identique 
avec ^2,,, ce qui est Evidemment contraire ä notre suppoaition, puisque 2A<2ra. 
Les 2« formes considEr^es composent ainsi une p6riode qui se repete ä l'infini 
dans les deux sens, de sorte que deux formes y^, (p^ sont ou ne sont pas 
identiques, selon que leurs indices satisfont ou ne satisfont pas ä la congruenee 

}.{, ^ 1' (mod, 2«}. 
II est clair du reste qu'on peut faire commencer la periode k l'un queleonque 
de ses termes, et que notre s6rie peut aussi s'obtenir par la repetition de la 
Periode suivante, composee des mömes formes, 

y«, SPm+l, ■■■, <fin-\^ ffü, t\, ■■-, yni-i. 

Puisque, d'aprös le §. III, une forme (p^ et les racines m^ appartenant 
ä cette foi-me se d^terminent reciproqueraent, la condition n^cessaire et süffi- 
sante poLir Tegalite de deux racines correspondantes <a^, oi, est donnee aussi 
par la congruenee 

(L( ^ T (mod. 2n). 
Designons de plus par S^ le plus grand nombre entier contenu dans la 
valeur absoiue de la premiere, racine co,, et pris avec le signe de co^, on aura 

22- 
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(§. IV) entre les raciries coiTespondaiites w^, 0J^_^.l l'equatlon 

Puisque rf^ est compl^tement determine par la premiere racine w,, la congruence 
fi ^ f (mod. 2n) entrainera l'egalite ^^, = d\. Mais la reciproque ne s'ensuit pas. 

Oomme oii peut attribuer indifföremraent Tindice zero ä un terrae quel- 
conque de la serie, nous conviendrons, pour 6viter des distinctions inutiles, que 
les Premiers coefficients des formes d'indices pairs seront positife. D'apres 
cette Convention, le signe de cbaque premifere racine w, et celiii de la valeur 
correspondante de d'„ seront celui de ( — 1)", tandis que la secönde racine ö>, aura 
le signe contraire. 

Nous designerons enfin par k^ la valeur absolue de S^, de sorte que 
d, = (— 1)"^,, 
et l'on aura encore 

k^ = ky, 

lorsque ,(( et r seront congrus suivant le module 2n. 
Multiplions Tequation precedente 

et toutes leH equations analogues qul viennent ä la suite, par ± 1, zp 1 al- 
terDativenient, suivant que p sera pair ou impair; il viendra 

Si Ton suppose que les racines correspondantes w^, w^+i, w,^.^, . . , soient les 
premieres racines, alors ± oj^, qz «^+,, ± ft>,.4-2i ■ ■ ■ seront des quantites positives 
plus grandes que l'unit^. On obtient ainsi le developpement normal en frac- 
tion coutinue periodique par 

ibw. = {k,, k,+i, yfc„+s, .,.), 
OU 

«Jy = (—iy(_k„ ky+u ■•-, ^2«+,-i; K, h+i. ■■■)■ 
Pareiilement, de l'eqLiation 
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que Ton peut ecrire sous la fonne 



et des ^quations anologues qiii la preeedent, on peut tirer la valeur inverse de 
la seconde racine 

-^ = (—1)"-' (^.-1, ^.-2, ■ ■ ■ , k-^n--, h-^u K-i, ■ ■ ■), 

et Tori voit qiie la pöriode qui sc presente ici, et dont les termes peuvent 
fi' ecrire ainsi: 

hn+y-i, hn+y-S, ■■■, ^f+1? ^y> 

s'obtient en renversant l'ordre des termes de la periode qui correspond au de- 
veloppement de la premiere racine. 

II est eneore ä remarquer que, pour la serie de nombres dont k^ est le 
terme general, une periode de 2n termes est la plus courte periode d'un nombre 
pair de termes dont la repetition puisse produire cette serie. Car, s'Ü en existait 
une plus courte de 2m termes, il r^sulterait alors du d^veloppement que nous 
avons trouv6 pour la premiere racine coy, que (Oq colnciderait avec ü)^^,,, et par 
suite aussi y^ avec ^2™, tandis qu'au contraire nous avons suppose que 2n ötait 
le plus petit indice qui donnät jPa« identique avec JPo- 

Observons enün que la totalit^ des formes röduites appartenant ä un 
determinant donnö peut toujours se partager en periodes comme celles que 
nous avöns consideröes dans ce paragi-aphe. Apres avoir calcuM, en partant 
d'une certaine forme reduite, la periode dont cette forme fait partie, si cette 
Periode ne contient pas toutes les formes reduites, on procede de la mßme 
maniere en partant d'une des formes restantes. La seconde periode ainsi trouvöe 
se compose de formes toutes differentes entre elles, et övidemmcnt dififörentes 
aussi de Celles de la premiere p6riode. On continuera de cette manifere ä cal- 
culer de nouvellea periodes, jusqu'ä ce qu'on ait ^puis^ toutes les formes reduites. 

§■ VI. 
Abordons maintenant le probleme qui consiste a decider si deux formes 
donnees, sont ou ne sont pas equivalentes. Comme on peut ais^ment, de chaque 
forme, deduire une forme reduite qui lui soit equivalente, et que d'ailleurs les 
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formes qui appartiennent ä la meine pcnode sont toujours äquivalentes, ii ne 
reste plus qu'ä recherelier si des formes appartenant ä des pöriodes differentes 
peuvent etre equivalentes. Dans cette recherche, il est Evident que les deux 
formes que l'on doit eomparer peuvent eti-e choisies arbitraii'ement parmi Celles 
de leurs pöriodes respectives. Nous snpposerons en cons^quence que les premiers 
coefficients des deux formes 

yo = C«, b, c), *o = iA, B, C) 
sont positifs; nous attribuerons ä chacune d'elles, dans sa periode, I'indice zero; 
nous conserverons , pour la periode de la premifere, toutes les notations du 
§. V, et nous emploierons pour la periode de la seconde les lettres capitales 
correspondantes ; de sbrte que les premieres racines appartenant ä nos deux 
formes seront representees par les fractions ;Continues normales: 

m = (h, h. h, . . .), ßo = C-'i^o. ^u K^, • ■ 0- 
Si l'on suppose maintenant que les deux fonnes soient äquivalentes, et que la 

premiere se change en la seconde par la Substitution 1 ' ^L on aura par le 

f ni, 1", 

II est aise de voir que et ne peut pas etre nul. Car on aurait alors 

, = ±1, 

et par suite 

ce qui est contraire ä Thypothese que Ton a faite sur les signes des coefficients. 
Nous avons donc, d'apres le §. II, 1", une equation de la fonne 

,„„ ^{X,m,...,r, ff, i3„) = {X, m, ..., r, ff, K„, K„ ..., K,., . . .), 
les termes X, m, . . . r, o etant en nombre pair 2g. Si l'on ramene maintenant, 
d'aprfes le §. I, la fraction continue h la forme normale, alors, puisque (o^ est 
positif, le nombre des termes qui pr^cedent un terme K^, ä partir duquel la 
fraction ne subit plus aucun changement, variera d'un nombre pair 2h, h etant 
positif öu nögatif suivant que le nombre des termes croit ou döcroit, et pou- 
vant aussi dtre nul, comme il arrive, entre autres , si la fraction primitive a 
d^jä la forme normale. Apres la transformation, la fraction continue doit etre 
identique avec celle qui represente w„. On a donc, pour toute valeur de I'indice y 
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supei'ieure ä une certaine ümite, 

Ecrivons '2Ni'\-v au Heu de v, 2Ni dösignant un multiple suffisamment grand 
de 2N. Le nouveau y pourra recevoir une valeur positive quelconque, zero 
compris, et Ton aura, eii negligeant 2Ni dans l'indice de K, et röduisant, dans 
Tindice de k, 2g-i-'2h-i-'2Nt a son Msidu rninimum 2m suivant le module 2n, 

On obtient par coiiBequent 
et partant 

*0 == ^2m, 

c'est-ä-dire que la seconde forme est contenue dans la pöriode appartenant ä 
la premiere, et repond, dans cette pöriode, ä l'indice 2m. Donc des formes 
appartenant a des pöriodes differentea ne peuvent etre equivaientes. 

§. VII. 

Apr^s avoir donne une dömonstration simple de la proposition la plus 
difficile de la theorie des formes du second degre de determinant positif, il 
nous reste ä indiquer en quelques mots les modifications que doit subir le reste 
de la theorie, conformement ä notre mode de demonstration, dans les points 
qui s'appuient, soit sur la proposition elle-meme, soit sur les principes qui ser- 
vent ä, l'ötablir. 

Comme les Operations par lesquelles on reconnait l'öquivalence de deux 
formes, fournissent toujours une premiere Substitution au moyen de laquelle 
l'une des formes se change en l'autre, il ne reste plus que ce probleme ä 
resoudre pour completer ce qui concerne Pequivalence et la transforraation des 
fonnes: Connaissant une transforraation d'une forme en une autre, en döduire 
toutes les autres transformations qui remplissent le meme objet. Ce problfeme 
se ramene facilement ä cet autre plus simple: Trouver Texpression de toutes 
les transformations d'une forme en elle-meme; et l'on peut supposer en outre 
que les coeffieients de la forme n'ont pas de diviseur commun ; car tonte Sub- 
stitution par laquelle une forme se transforme en elle-m^me, opere de la m§me 
maniere sur la forme que l'on obtient par la suppression du diviseur commun, 
et vice versa. Soit maintenant (a, h, c) une forme dont les coefficients a, b, c 
n'ont pas de diviseur commun; le plus grand diviseur commun de a, 2b, c 
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aura une valeuv num^rique ^gale ä 1 ou ä 2 , et que nous designei'ons par ff, 
le cas de ff = 2 ne pouvant se prfeenter que lorsque le determinant D = b^ — ac 
sera de la forme 4/n-l. Cela pos^, on demontre") que toutes les substitutions 
par lesqaelles ime forme se transfoi-me en elle-meme, s'obüeiment au moyen 
des 6quations 

oü l'on mettra pour t, u tous les nombres entiers qui satisfont simultanement 
k la relation 

t'—Du' =■ c=; 
et l'on fait voir en meme temps que la Solution complete de cette equation in- 
determinee peut se deduire facilement de la Solution exprimee par les plus pe- 
tits nombres entiers et positifs. 

On peut maiiitenant profiter de la dependenee mutuelle des deux pro- 
blfemes pour la resolution de l'öquation ind^terminöe, le probleme de la trana- 
formation pouvant ßtre r6solu directement dans le cas d'une forme reduite. 
Nous pourröns ici supposer a positif dans la forme reduite, et nous bovner 
ä considerei' les substitutions dont tous les coefficients a, ß, y, S sont posi- 
tifs. Soit 

le d^veloppement normal en fraction continue pöriodique de la premiere racine 

appartenant ä la forme (a, b, e) , et d6signons par — , -r- deux reduites 

consöcutives, dont ia seconde corresponde au dernier terme i*2„_i d'une periode; 
on a alors 

et de ces equations il resulte, d'apres le §. III, 2°, en y supposant que les 
deux formes considerees soient identiques, que notre forme se transforme en 
elle-mßme par la Substitution composee des quatre coefficients positife «, ß, y, S, 
R6ciproquement, il est aise de faire voir que toutes les substitutions de l'espeee 
dont nous parlons peuvent s'obtenir de cette maniere. Soient, en effet, a, ß, y, rf 
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les coefficients 'd'une teile Substitution; on conclut du §. III, 1", que les deux 
egalites prec^dentes ont lieu. Mettant maintenant la seconde de ces equations, 
qui est satisfaite par les deux racines, sous la forme 

et remarquant que la premiere de ces racines est comprise entre 1 et oo, et 
la seconde entre —1 et 0, il s'ensuit que le premier membre doit ötre nögatif 
poiir ft> = 1, et positif pour öj ^ — 1. On obtient ainsi les deux inegalit^s 

(2) y—a > ß—S, S—y > a—ß, 

et l'on en döduit aisöinent ces deux autres') 

rf >• ;-, y^. a, 
dont la premifere se verifie de la maniere suivante : Si l'on partait de la sup- 
position contraire S ^y, puisque aeS > ßy, il en resulterait « > y?, ou « — ß ;>• 0, 
et par siiite, en vertu de lä seconde des in^galitös (2), «^ > /. Si l'on suppo- 
sait, en second lieu , « > /, on ne pourrait pas avoir en meme temps d"^ ß, 
parce qu'alors a§ surpasserait ßy au moins de trois unit^s. Mais de ß—d"^0, 
il s'ensuivrait, par la premiöre des inegalites (2), j' > er. Donc, puisque la 
suppositioii a > / conduit k une contradiction, on a necessairement y^cc. 

Toutes les suppositions faites an §. II, 2", se trouvent donc ici r^alis^es, 
et l'on a 

!-=.((, „,..., ,), i-_ft „, ..., ,, ,), „ = p, „, ...,r, ,, „). 

Si Ton substitue ä w le d^veloppement normal sappose ei-dessus, pour 
la premiere racine, on obtient deux developpements normaux en fraction con- 
tinue, 6gaux entre eux et par suite identiques. Donc la suite l, m, . . ., r, s se 
compose necessairement d'une ou de plusieurs p6riodes, telles que ka, k^, ..., k^,^^, 
et — , — - sont, comme nous Pavons annonce, deux rMuites consecutives 

correspondantes ä la fin d'une pörlode, Or, comme «, ß, y, d croissent evidem- 
ment, si l'on passe d'une p^riode ä la suivante, il en resulte que les plus pe- 
tites valeurs positives que l'on puisse donner aux coefficients d'une Substitution 
sont Celles qui correspondent ä la fin de la premiere p^riode, et il est facüe 
de s'assurer que ees valeure s'obtiennent en donnaut h i ei a, u, dans les 
equations (1), les valeurs positives minima. En effet, la premiere et la quatrieme 

■J Vsl. die AniuMkimg auf S, 157 dLeaea Bandes, F. 

0. Lejeune Dirichlet's Wecke. H. 23 
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de ces 6qiiations donnent 

t^ — b^u^ __ t' — Du' acu" acu^ 



Or — ac etant posiüf, « et d' oiit toujours le möme signe, lequel , ä cause de 



est aussi signe de t. On voit de la meme maniere, d'apres les expressions de 
ß et de y, que ces deniieres quantites, lorsqu'elles ne sont pas nulles toutes 
les deux (ce qui supposerait m = 0), sont aussi de m§me signe que it. Les 
substitutions positives chercliees et, ß, y, S s'obtieniient donc au moyen de va- 
leurs positives de t et de u, et puisque ß et y croissent avec u, la Substitution 
exprim^e par les moindres nombres possibles correspond aux valeurs positives 
mintma de t et de u. Celles -ci, par eons^quent, une fois que les autres 
aaront 6te determinees ä l'aide de la fraction continue, seront donnees par 
les equations 



Addition ä ce memoire; par l'auteur. 

Fear que le lecteur seit dispense de recourir aux ecrits cites dans la 
Note relative au §,^Vn, nous allons dömontrer en peu de mots les formales 
rappelees au point auquel se rapporte cette Note. 

Les conditions necessaires et süffisantes pour que la Substitution 

change la forme («, h, c) en elle-meme, sont evidemment exprimees par ces 
equations 

a6—ßY = 1, a(ß''—l)+2bay+ey^ = 0, attß+2bßy-\-cyS = 0, 
dont la troisieme a ete simplifiee en ce qu'on y a remplace aS par ßy -+- 1. 
En ajoutant les deux derniferes aprfes les avoir multipliöes par ä et — y, et en- 
suite aprös les avoir raultipliöes par —ß et « et ayant egard a la premifere, 
on obtient ce nouveau Systeme d'equations 

aä—ßy = 1, a(a—d)+2bY = 0, aß-hcy = 0, 
tout a fait equivalent au Systeme primitif qui s'en deduit en faisant la somme 
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des deux dernieres equations qu'on vieiit d''ecrire apres les avoir multipliees 
d'aboi'd par a, y, et ensuite par ß, ä. Comme a n'est pas nul, si nous posons 
y ^ aip, la quantitö rationnelle ^i sera completement determinee par ;', et noa 
deux derniferes egalites pourront §tre remplacees pas eelles-ci: 

(1) S—a = 2.bip, ß = —cf, y = atlJ. 

Or ^ — a, ß, y etant des entiers, et le plus grand diviseur commun de a, '2 b, c 
ayant ete dösigne par a, -ip sera necessairement de la forme — , oh u est un 
entier, et nous aurons 

§^a =— R = — ~^- = ^. 

Si maintenant, dans i'eqüatioii 

(S-\-ay = (S-ay-h4:a6 = {rf-a)^-)-4,5)'+4, 
noüs substituons les expressions prec^dentes et si nous multipÜons ensuite par 
a^, il viendra 

[,(ä+o)]< = 4[(6--„0«;+5'] = i(Du'+<!-), 
d'oü nous concluons que G(ß-i-ct) est pair. En posant donc 

a(ä+a) = 2t, 
t etant un entier, la derniere equation prendra la forme 

(2) t'—Du' = <}', 

et nos entiers, «, ß, y, ^ se tronveront exprimes par les formules suivantes: 

( — />u cu au t-i-bu 

tf ' " a ' ff' ff 

Aprfes avoir prouve que les eoefficients de toute Substitution qui change 
la forme («, b, c) en elle-meme, sont exprimables au moyen des formules pre- 
cedentes par deux entiers t et u lies entre eux par l'equation (2), il nous reste 
k faire voir que, röciproquement, toute Solution entiere (t, u) de cette derniere 
donne des valeurs enti^res pour cc, ß, y, S, et que ees valeurs satiafont aux öqua- 
tions (1) qui expriment les conditions süffisantes pour que la Substitution formee 
au moyen des eoefficients a, ß, y, ä change la forme (a, b, c) en eUe-möme. Le 
premier point, qui est Evident, lorsque »7=1, se prouve pour ö = 2 en obser- 
vant que D et b ^tant impairs dans ce cas, i et m seront evidemment tous 
deux pairs ou tous deux impairs, et il n'est pas moins faciie de vöriiier la se- 
conde assertion: il suffit de faire la Substitution de «, ß, y, S dans les ^uations (1), 
et d'avoir egard h requation (3). 

(Toul, 14 aout 1857). 
23" 
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Extrait d'une Lettre de M. Dirichlet ä M. Liouville. 
„ ... Ell jetant les yeux sur le Memoire qile M. Hoüel a traduit recem- 
inent (j'ai vu la traduction entre vos mains ä Toul), je me suis aperiju qu'on 
pourrait le rendre plus complet, sans Tallonger, en profitant d'une remarque 
que j'ai eu occasion de faire dans mon Cours, Si donc ce Memoire n'est pas 
encore imprim^, veuillez y faire le changement indiqu6 ci-apres*). 

„Les deux derniers 'alineas du §. IV sont ä remplacer par ce qui siiit: 

„Pour döterminer le coefficient h', on remarquera que la valeur reci- 

proque de la premiere des racines appartenant ä la forme («', V, a") devant 

^tre une quantite a nnmöriquement inf^rieure ä l'unite et de mßme signe que 

a', on aura 

c'est-ar-dire que b' se trouve compris entre YD et VZ) — (a'), (a') designant la 
valeur absolue de a'. Cette condition jointe ä la congruence V ^ —b (med. a') 
sert ä determiner h' Sans ambigultö et d'une manifere facile. 

„On prouve d'une maniere toute semblable qu'il existe toujoui's une re- 
duite unique eontiguS a la proposee vers la gauche, et cela r^sulte aussi du cas 
precedent aa moyen de la remarque faite plus haut. 

„Nous terminerons ce paragraphe en faisant voir qu'on peut toujours 
obtenir une forme r^duite äquivalente ä une forme quelconque donn^e (a, b, a'). 
Ponr eela on formera la suite de forme« 

dont chacune se d^duit de ceUe qui la preefede par le procede indique ci-dessus, 
la seconde par exemple de la premiere, en determinant 6' par la double con- 
dition, de satisfaire ä la congruence 6' = — b (mod. a') et d'^tre compris enti-e 
Yd et YD—{a'). II est facile de s'assurer que les formes ainsi obtenues fini- 
ront par etre toutes des reduites, et que cela aura lieu au plus tard lorsqu'on 
sera arriv6 a une forme dont le premier coefficient ne surpasse pas num^rique- 
ment le troisifeme, circonstance qui ne pourra manquer de 



*} Cette Lettre ne mest jarien e [Uau mornent oa i allais doiiner le bon t tirer Pout t 
reoianiemeat diffieile, je lais e sjbai ter la elartion anciem e ]ui 1 ^ lle ir etait le]ä tri"; itia 
mais j'ajoute la radactiori n nelle tont üt. Iccte i fer nt leu j ht uviiil le p i le 1 Hi'itrp 

(T LlUtMLLE 
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entiers positifs 

C«), («'), CO,.-- 

ne pouvant aller indefininient en decroissant. 

„II s'agit donc de prouver qu'une forme teile que 
(A, B, C), 
oü {Ä)^(C) et (B) compris entre Vi) et VD— (A) est une forme reduite. 

„En vertu de la derniere conditioiij on a 

' A ' a C ' 

la quantite ö etant numeriquement införieure ä l'unite et de meme signe que A. 
II resulte des deux dernieres equations et de la condition (A) ^ (C), que les 
racines 

C ' C ' 

qui appartiennent a notre forme, sont, quant ä leurs valeurs absolues, la pre- 
mifere superieure, la seconde införieure a l'unite. La premifere racine etant 
ainsi numeriquement superieure ä la seconde, B sera nöcessairement positif, 
et l'on conclura ensuite de l'avant-derniere des Equations ci-dessus, dans la- 
quelle ö et ^ ont le mßme signe, que B<cyi); d'oü il suit enfin, d'aprfes leurs 
expressions, que ces racines ont des signes opposes. C. Q. F. D." 



y Google 



y Google 



ÜBER EINE EIGENSCHAFT 

DER QUADRATISCHEN FORMEN 

VON POSITIVER DETERMINANTE. 



M. G. LEJEUNE DIRIOHLET. 



Bericlit über die Verhandlungen der KÖnigl. Preuss. Akademie der Wissenschaften. Jahi^. 1855, i 
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ÜBER EINE EiaENSCHAFT DEK QUADKATISCHEN POEMEN 
VON P08ITIVEB DETEEMIMOTE. 

[Mitgetlieilt in der Sitzung der physikaliscil-mat-hemaü sehen Classe der Al-ademie der Wissenschaften 
am 16. Juli 1855.] 

Da der neue Satz, welcher den Gegenstand dieser Vorlesung bildet, innig 
mit der Theorie der Grleichung; 

(1) i^— X»M* = 1 

zusammenhängt, so sind zunächst einige Bemerkungen über diese Gleichung zu 
machen, worin die gegebene positive ganze Zahl D keinem Quadrate gleich 
sein soll, und von vsrelcher hier nur die in positiven ganzen Zahlen t, u ausge- 
drückten Auflösungen zu berücksichtigen sind. 

Sind T, Ü die kleinsten der Gleichung (1) genügenden Werthe, so vrerden 
bekanntlich sämmtliche Auflösungen von der eben erwähnten Beschaffenheit 
durch die Formel : 

(T+uyDy = t^-^u„-^D 

erhalten , wenn man der ganzen Zahl n alle positiven Werthe beilegt. Unter 
diesen Auflösungen giebt es unendlich viele, in denen u„ durch eine beliebige 
(positive) Zahl S theilbar ist, und die Exponenten n, für die dieser Umstand 
stattfindet, sind die auf einander folgenden Vielfachen des kleinsten N derselben. 
Setzt man nämlich; 

D' = DS^, 
und bildet die neue Gleichung: 

t'^—D'u"-> -= 1, 
so erhellt, dass jede Auflösung dieser letzteren, wenn: 

t=t', u = Su' 

G. Lejeune Diriclilefs Wtrie. II. 24 
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gesetzt wird, eine Auflösung von (1) ergiebt, in welcher u durch S aufgeht, 
und umgekehrt, woraus das Behauptete und überdies folgt, dafs N durch die 
Gleichung : 

bestimmt wird, worin T", U' die kleinsten Werthe von t', u' bedeuten. 

Man kann, ohne 2", V zu kennen, den Exponenten N angeben, sobald 
für jeden der verschiedenen in S enthaltenen Pnmfactoren p der kleinste Wei-th p, 
für den u^ durch p aufgeht, und zugleich der Exponent S der höchsten Potenz 
von p bekannt ist, durch welche u, theilbar ist. Man überzeugt sieh nämhch 
ohne Schwierigkeit, dass, wenn e eine beliebige durch p^ (wo e auch Null sein 
kann) und keine höhere Potenz von p theilbare Zahl bedeutet, unter der vor- 
hin gemachten Voraussetzung p'^'^' die höchste in u,^ aufgehende Potenz von 
p sein wird, so dass also die erforderliche und ausreichende Bedingung dafür, 
dass M^j durch p"- aufgehe, darin besteht, dass e durch p""^ theilbar sein muss, 
wo natürlich die Differenz ff — S, wenn sie negativ wird, auf Null zu redn- 
ciren ist. 

Unterscheidet man nun die verschiedenen in S enthaltenen Primfactoren 
p so wie die ihnen entsprechenden Werthe r, d durch Indices, und s'etzt: 
S = p'^'pp . . ., 

so ist nach dem Gesagten A'^ das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen : 

V^pJ'i-''', V^p^^^', . . ., 

und man sieht sogleich, dass, wenn man ohne neue Primzahlen in S aufzu- 
nehmen, sämmtliche Exponenten «,, «2> ■ ■ ■ über jede Grenze hinaus wachsen 
lässt, der Quotient -»^ bald einen festen von «i, «s, ... nicht mehr abhängigen 
Werth erreichen wird. 

Aus der eben bewiesenen Eigenschaft ergiebt sich eine interessante Fol- 
gerung für die Theorie der quadratischen Formen von positiver Determinante. 
Fügt man zu den schon gemachten Voraussetzungen noch die hinzu, dass D 
keinen quadratischen Factor enthält, bezeichnet mit k die Anzahl der Classen, 
in welche die zur Determinante D gehörigen Formen zerfallen, und nimmt K 
in ähnlicher Bedeutung für die Determinante D' = DS^, so hat man , wie in 
einer früheren Abhandlung (Reeherches sur diverses applications de l'analyse 
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infinitesimale k la theorie des nombres) bewiesen worden ist'), die Grleichung: 

, = ^..M:r+^V^2 SR, 
hg(T+ü'yD) 

wo hinsichtlich des Factors R zu bemerken ist, dass derselbe von den Prim- 
zahlen Pi, p2j ■ ■ ■) nicht aber von den Exponenten «i, a^, . . ., abhängt. Da 
man dieser Gleichung auch die Form geben kann: 

ii' = h-^R, 

so folgt, dass aus jeder Determinante D unendlich viele andere Determinanten 
DS^ abgeleitet werden können, welchen allen dieselbe Glassenanzahl entspricht. 
Durch schickliche Wahl von D und der Primzahlen p^, ps, ... lässt sich be- 
wirken, dass diese unveränderliche Anzahl der Classen mit der der genera Über- 
einstimmt, und so die Richtigkeit der von Gauss ausgesprochenen Vermuthung 
beweisen, dass die Reihe der positiven Determinanten, welche in jedem genus 
nur eine Classe besitzen, nicht abbricht, während die mit derselben Eigenschaft 
begabten negativen Determinanten nur in endlicher Anzahl zu sein scheinen 
[Disquisitiones arithraeticae, art. 304^)]. 
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8ÜE UNE PßOPßlETf; DES FOßMES QUADRATIQUE8 
A DETEßMINANT P08ITIF. 



G. LEJEUNE DIRIOHLET. 



Liouville, Journal de Mathematiques pures et appliquees, Seriell, Tome I, 1856, p. 76 — 79. 
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SUB UNE PBOPRIETE DES FOEMES QüABKATiaüES 
A BETEKMIMOT POSITIP. 

[F.strait des Comptes rendus de TAcademie de Berlin {jiiiQet 1S5&), et librement tvaduit par l'auteur.] 

Comme la propriete des formes quadratiques que je me propose de faire 
connattre dans cette Note est liee intimement a la theorie de l'eqaation : 

(1) i^—Dw" = 1, 

je commencerai par quelques remarques sur cette ^quation dans laquelle l'entier 
positif donne D est supposö non can'e, et dont nous n'aurons ä considerer que 
les Solutions exprimöes en entiers positifs t et u. 

On sait que si l'on d^signe par T, U les plus petits entiers positifs, satis- 
faisant ä l'equation propos^e, toiites les Solutions positives de Tequation seront 
donnees par la formule : 

oü d faut attribuer a n successivement les valeurs entieres depuis n = \ 
jusqu'ä n = ao. Parmi les valeurs que l'on obtient ainsi poui' m„, il y en a 
uiie infinit^ qui sont divisibles par un entier quelconque S (pcsitif), et Ton 
prouve faeilement que si N designe le plus petit indice n, pour lequel cette 
condition a Heu, les autres valeurs convenables de n forment la suite des mul- 
tiples successifs de N. Pour nous en assurer, soit D' = DS^, et considerons 
l'equation : 

(2) t'^—D'u"' = 1, 

qui a la meme forme que Tequation (1). On voit qu'en posant: 

t = t', u = Su\ 
toute Solution de l'equation (2) donnera une Solution de l'equation (1), pour 
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laquelle u est divisible par S, et vtce versa; Tassertion avancee plus haut se 
trouve donc justifi^e, et l'on reconnait de plus que l'entier N est donnö par 
l'equation: 

(T+uyDy = T'-+-U'yD', 
T et V designant les plus petites valeurs positives de t' et u'. 

L'exposant N peut ßtre assign^ saus que l'on dötermine prealablement 
T' et JJ'; il suffit de connaltre pour chacun des diviseurs premiers ^ de S le 
plus petit indice p tel que u^ soit divisible par p, et de savoir en m^me temps 
quelle est la puissance la plus ölevöe p^ de p qui divise u^. Dans la double 
supposition qu'on vient de faire, on peut indiquer immödiatement l'exposant de 
la plus haute puissance de p contenue dans u^^, e etant un entier arbitraire- 
ment choisi. L'exposant dont il s'agit est S-\-s, s, qui peut d'ailleurs se 
reduire ä zeit), dfeignant la puissance la plus 61evee de p qui divise e. 

Pour reconnaitre la verit^ de ee qui vient d'ßtre avance, soient Ö et ij 
deux entiers qui satisfassent ä l'equation (1), et soit de plus p^ {k differant de 
zero) la plus haute puissance de p contenue dans »/. En deduisant de cette 
Solution une Solution nouvelle au moyen de la formule: 

nous aurons: 



-(" 



1.2.3 



'-0"'-^yfD^—\ 



et il est manifeste, 6 n'^tant pas divisible par p, que la puissance la plus etevee 
de p conteniie dans u sera p^, si m n'est pas divisible par p, et que cette 
puissance sera p^'*^, si l'on suppose m ^ p. Or 1' Novation ä une puissance quel- 
conque pouvant se reduire ä la combinaison des deux cas particuliers precödents, 
le resultat enonce plus haut se trouve etabli. 

D'apres la propri^t^ qui vient d'Stre demontr^e, on voit que la condi- 
tion n^cessaire et süffisante pour que u,^ soit divisible par une puissance quel- 
conque p", oü « > 0, consiste en ce que e doit avoir le facteur p""^, l'expo- 
sant K^t)', s'il devient negatif, devant ^tre remplac^ par zero. 

Servons-nous maintenant d'indices pour designer les nombres premiers 
inögaux p eontenus dans S, et les valeurs eorrespondantes de v et ä, et 
posons : 

S = ji?J'j?|'...; 
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Texposant eherche N sera, d'apres ce qui precfede, le plus petit multiple coiij- 
mnn des nombres: 

et Ton voit sans peine que si, Sans introduire de nouveaux tacteurs premiers 
dans S, on fait croitre indefiniment tous les exposants «i, a^, . . . , le quotient 
-^ finira bientöt par ne plus varier, en conservant une valeur independante de 

«1 , ßg , .... 

Le theor&me que nous venons d'etablir sur l'equation (1) donne lieu ä 
une coiisequence remarquable qui se rapporte a la tlieorie des fonnes quadrar 
tique a determinant positif. Aux suppositions pröc^demment enoncees, ajou- 
tons Celle que D n'ait pas de diviseui' carre , designons alors par h le 
nombre des classes dans lesquelles se distribuent les formes quadratiques 
ayant D poui- determinant eommun, et donnons h. la lettre k' une significa- 
tion analogue relativement au determmant D' == DS^, nous aurons l'equation 
suivante : 

log(r-i-u'v^) 

etablie dans mon Memoire: Recherches sur diverses applications de V Analyse 
infinitesimale ä la Theorie des Nombres, 2° partie'). Quant ä la quantite R 
qui y enti'e et dont nous n'avons pas eu ä parier plus haut, il sufflra pour 
noti'e objet de rappeler que cette quantitö depend ä la v^rite des nombres 
premiers jh, p^, . . ., mais nullement des exposants a^, a^, .... Notre equation 
pouvant se mettre sous la forme: 

A' ^ h~,~,- R, 

N ' 

nous concluons du resultat precedemment obtenu que de tout determinant posi- 
tif D, on peut deduire une infinite d'autres determinants de la forme DS^, 
ayant tous le mßme nombre de classes. En choisissant convenablement l'entier 
D et les nombres premiers p,, p^, . . ., on peut faire en sorte, et cela d'une 
infinite de mani^res, que le nombre invai'iable des classes coifncide pour toute 
cette Serie infinie de determinants avec celui des genres, ce qui confirme 
la conjecture enonc^e par Tillustre auteur des Disquisitiones arithmeticae 

G. Lejeune Dirichlet'a Werke. II. 25 
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(yoir art. 304) ^), d'apr^s laquelle les determinants positifs possödant une seule 
clause dans chacun des genres qui leur coiTespondent forment nne suite infinie. 
O'est I^ Uli ph^nomäne analytique d'autant plus remarquable, que les determinants 
negatife jouissant de la m#me propriöte ne paraissent 6tre qu'en nombre fini et 
m^me trfes restreint. Si Ton peut s'en rapporter h, une induction portee tres 
loin (jusqu'ä 10 000 si je ne me trompe) d'abord par Eüler qui s'est oceupe 
de ces mßmes nombres sous le nom de numeri idonei, c'est-ä-dire de nombres 
propres k faire trouver des nombres premiers tres grands, a une öpoque oh la 
th^orie des formes quadratiques, fondöe par Lägrange, n'existait pas encore, et 
plus tard par Gauss, les determinants n^gatifs dont il s'agit ne seraient qu'au 
nombre de 65, et le plus grand de ces determinants, abstraction fait du signe, 
aurait pour valeur 1848. 
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M. G. LEJEUNE DIRICHLET- 



Liouville, Journal de Mathem3tic[ues pures et appliquees, Serie II, Tome I, 1S56, p. 8Ü— 81. 
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Le theorfeme que je vais ^tablir d'une maniöre nouvelle est le möme qui 
m'a servi comme lemme dans plusieurs Memoires pr^cedents. La d^monstration 
que j'en ai donnee dans le premier de ces Memoires*) suppose une certaine con- 
dition qui, bien qu'elle se trouve remplie dans la plupart des applications qu'on 
peut faire du lemme, n'est pas indispensable, comme j'en ai dejä fait la remarque 
ailleurs, et comme 6n pourra au reste le vou' dans ce qui va suivre. 

Je commenee par un cas particulier tres simple et qui consiste en ce que, 
a et Ä d^signant des constantes positives et p une variable egalement positive, on a: 

la limite se rapportant au decroissement Indefini de ^, Pour demontrer ce cas 
particulier, considerons l'integrale: 

r" dx ___ J^ 
comme l'aire d'une coui-be ayant x pour abscisse; eette courbe se rapproehant 
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de plus en plns de Taxe des x, si Ton mene des paralleles k cet axe par 
les extremit^s des ordonn^es qui röpondent ä x ^ b, b-{-a, etc., on aura des 
rectangles extörieiii'S et Interieurs ä notre aire, et Ton conclura sur-le-champ 
que la somine dont ü s'agit d'avoir ia limite, se ti'ouve comprise entre les deux 
quantites : 



1 



et 



dont la limite commune est - 

Pour passer maintenant au theoreme g6nera], soient: 

des constantes positives rangees par ordre de grandeur croissante, de sorte que 
^„^^„+1, et supposons que ces constantes soient telles, qu'en d^signant par t 
une variable continue et positive, et par T le nombre des ternaes de notre suite 
qui ne surpasseiit pas t, le rapport: 



converge vers la limite finie a lorsqiie t croit iiidefiniment, Cela suppni^ö, je, 
dis que cette meme quantite a sera aussi la limite de la somme: 

w {I" ih 

pour ime valeur infiniraent petite de p, 

D'apres la condition supposee, on peut, S d^signant un nombre aussi 
pettt que l'on voudra, en clioisir un autre r assez grand pour que, t surpassant 
T, on ait eonstamment: 

«-^<:-~<«-l-.J. 

Cela fait, soit N la valeur de T qui j-epond ä f = t, et ne considerons d'abord 
que les termes de notre serie ayant un indicc n >iV". Un parei! terme k.„ peut 
präsenter deux cas, selon que l'on aura: 
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Dans le preraier cas, la valeiir de T qiü repand ä t = k„ sera n, et Ton aura: 



Dans le second cas, soit, pai-mi les tennes qui suiveut k„, k„,. le derniep qui 
soit encore ^gal k k^; soit de plus, parmi les terraes pr^cedents, k^ le premier 
dont la valeur soit införieure ä. celle de k„. Si maintenant nous faisons croJtre 
t h, partir de if = k„„ T restera invariablement egal ä m, tant que t n'atteindra 
pas la valeur k^,, et notre rapport — approchant ainsi iudefiniment de -,— , en 
möme temps qu'U reste toujonrs sup^rieur ä a — d, nous aurons: 

k„,, 
Mais comme par le premier cas nous avons aussi: 

et en outre: 

nous concluons, comme precedemment : 

Cette double inegalite etant mise sous la forme: 

si nous sommons depuis ft ^ iV+ 1 jusqvi'a ü = oo, il viendra: 
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b = N+l, a=l, 
et ayaiit par suite l'unite pour limite, on voit que la partie de notre somme (1), 
qui s'etend depuis n = N-i- 1 jusqu'ä n ^== ao, finira par rester comprise entre 
cc — s et « + fi, le nombre s ^tant taut soit peu sup6rieur ä »J et par consöquent, 
comme ce dernier, d'une petitesse arbitraire, et comme en mgme temps la pre- 
miere partie qui n'a qu'un nombre fini N de termes, converge eviderament vers 
z^ro, U s'ensuit que la limite de Texpression (1) est en effet et; 0. Q. F. D. 
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P+M^-i-v''^w' = 4/». 



M. G. LEJEUNE DIRIOHLET. 



Liouville, Journal de Matkematiques pures et appliqitees, Seriell, Tome I, 1856, p. 210 — 21i. 
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SUR L'fiaUATION 

f -hw^ + «^ + tt»" = 4m. 
[Extrait d'uDe Lettre de M. Lbjeune Dieichlet a M. Liouville.] 



Permettez-moi, eher ami, de revenir un instant sur la conversation que 
nous avons eue dei-niferement sur le beau th^oröme de Jacobi relatif au nombre 
des döcompositions d'un entier en qaatre carres, thöoreme que l'illustre g^omfetre 
a tire d'abord de ses söries elliptiques et dont il a donne depuis une demon- 
stration arithm^tique*). Ayant mieux rappeM mes Souvenirs, je vais votis pre- 
senter avec plus de d^veloppement, et surtout avec un peu plus d'ordre, ce que 
Tautre jour je n'ai pu que vous indiqaer. Comnie je vous le disais, j'ai toujours 
eprouve quelque difficultö, ce qui, je crois, est arriv^ aussi ä d'autres personnes, 
lorsque j'ai voulu reproduire cette belle dömonstration sans avoir le texte de 
l'auteLir sous les yeux et sans recourir aux Operations sur les söries, dont la 
demonstration de Jacobt, ainsi qu'il en avertit lui-meme, n'est que la tradue- 
tion. Oette eirconstance m'a fait chercher il y a dejä longtemps ä fonder sur 
d'autres principes une nouvelle demonstration du theor^me dont il s'agit, raais 
je n'en parlerai pas ici, cette demonstration devant trouver naturellement sa 

•) Journal de Grelle, tome XII, page llilJ) 
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place dans im travail dont la redaction m'occape depuis qiielque temps. Pour 
le moment, je n'ai d'autre objet qae de simplifier celle de Jacobi, et de la 
rendre surtout plus facile ä retenir, en mettant dans tont son jour le fait arith- 
metique ou plutöt algebrique qui en forme le principa! fondement. 

Pour eviter des repetitions inutiles, je remarquerai que tous les entiers 
que nous designerons par des lettres latines sont positifs et impairs, ä Texcep- 
tioii de ceux d^signös par x et x', qui ne sont pas assujettis ä cette limitation. 

Quant au lemme qui sert de point de depart a Jacobi et qui d^finit le 
nombre des Solutions de l'equation: 

e-^u' = 2p, 

p etant suppose donne, je ne reproduirai pas ici la demonstration tres simple 
que Jacobi en a donnee, d'autant plus que ce lemme rentre dans une propo- 
sition generale dont j'ai eu ä parier ailleurs'). On sait qu'il faut opörer toutes 
les deeompositions : 

p ^ ad 

de p en deux facteurs, et que le nombre en question est egal ä l'exces du 
nombre des cas oü le premier facteur a est de la forme 4;'4-l, sur celui des 
cas oü a est de la forme 4^ + 3; en convenant donc de faire correspondre h, 
chaqae d^composition une unite <^, positive ou negative selon ces deux cas, le 
nombre dont il s'agit sera exprimö par la somme: 



Cela pose, eherchons a determiner le nombre des Solutions de l'equation: 

(1) t-'-i-u'+v-'-\-vr = 4m, 

dans laquelle m indique un entier impair donne. Pour obtenir toutes ces So- 
lutions, il faudra poser de toutes les manieres possibles: 

4m = 2p-j-2q ou 2m=p--i-q, 
*) Journal de Grelle, tome XXI, page 3. ') 
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et resoudre ensuite poiir chaque couple p, q, de la maniere la plus generale, 
les deux equatlons: 

t^-i-u^ = 2p, ü^4-«)^ = 2q. 

Si, conslderant d'abord un couple determinö p, q, nous faisons correspondre ä 
chaque decomposition: 

i = So, 

une miite e = ±1, qui depende de h de la meme maniere qua S de a, le nombre 
des Solutions de T^quation (1) qui repoiident ä ce couple p, q, sera: 



ou encore: 



les termes de cette somme i^pondant aux combinaisons differentes que l'on peut 
former avec les decompositions: 

p = ad, q = bc, 

et i] ctaiit egal ä l'unite positive ou negative, Selon que les restes de a et h, 
lorsqu'on les divise par 4, sont ou ne sont pas ^gaux, ou, ce qui revient au 
m^me, selon que a—-h est ou n'est pas divisible par 4. Ceci bien entendu, il 
est manifeste que le nombre de toutes les Solutions de notre equation (1) sera 
encore exprime par la somme: 



dont les termes dependront toujours de la mßme maniere de a et h, mais r<^- 
pondront maintenant ä toutes les combinaisons que a et Ä presentent dans la 
Solution complete de l'equation: 

(2) 2m = ad^hc. 

Avant d'aller plus loin, il est bon de faire une remarque tres sioqile et qui 
nous sera utile plus tard: c'est que, parmi les deux entiers paii-s: 
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il y en a toujoui's un, et qu'il n'y en a qu'un qui soit divisibJe par 4. En 
effet, s'il en etait autrement, on aurait 

ou ai^h, c^ — d, ou a^i — b, c ^^ d (mod. 4), 

et il en resulterait ad-h bc^O (mod. 4), On peiit donc däfinir rj autrement en 
disant que rj est egal a — 1 ou h H-1, selon quo c-\-d est ou n'est pas divi- 
sible par 4. 

Distribuons maintenant les Solutions de IMquation (2) en deux classes, 
en comprenant dans la premi^re Celles qui sont telles que a ^ b, et dans la 
seconde toutes les autres. Gomme ces dernieres sont associees deux ä deux et 
resultent l'une de l'autre, en echangeant ä la fois a avec b, et d avec c, ce qui 
ne changera pas la valeur de 7], on voit que le hombre H des Solutions de 
l'equation (1) peut etre mis sous la forme: 

les termes ij' de la prämiere somme, qui sont d'ailleurs tous egaux ä Tunit^ po- 
sitive, repondant aux solutlons de l'equation (2) pour lesquelles on a a = 6, et 
ceux rf' de la seconde aux Solutions de la raöme equation qui satisfont a la con- 
dition a^ b. 

Cela pose, nöus allons considörer d'abord les solutlons (2) pour lesquelles 
on a « > (5. Posant pour eela: 

a' = c(a:-\-l)-{-d(x-\-2), c' = a(x+l)—h(x+2), 
h' = cx-^d{x+-[), d' = — tt*+i(^+l), 

nous aurons identiquement: 

a'd'-hl>'G' = ad+bc. 

II resulte de lä que toute Solution de IMquation (2) en fournit une infinite d'autres 
au raoyen de l'entier Indetermine a:, mais il reste ä voir ä quelle limltation cet 
entier doit Stre assujetti pour que a', b', c', d' soient impairs et positifa, et qu'on 
ait de plus a' '~:> b' comme dans la Solution primitive. Or chacun des couples; 

^, it-Hl et a^+l, x+2, 

etant compose de deux entiers, Tun pair, l'autre impair, la premiere condition 
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se trouve toujours remplie. Quant a la secoiide, comme on a: 

c' = (a~bXx-\-l)-b, d' = b-(ia—h)x, 

on voit qu'elle determine completement Tentiei- x, (a^b)x devant etre ie mul- 
tiple du nombre pair et positif a — b, itnm^diatement införieur a l'impair b, et 
l'oii voit encore, x n'etant pas n^gatif, que a' et b' seront positifs, et qu'on a 
de plus a' > b'. Apres nous etre assur^s que les expressions donn^es plus haut 
foumissent toujours une Solution uniqiie assujettie aux mömes conditions que la 
Solution primitive, voyons ä quelle Solution nous serons conduits, si nous prenons 
la Solution a', b', c', d' a son tour pour point de d^part. Comme pour cela 
il faut dans les expressions: 

c'a:'^d'(m'-\-X), —«'^' +&'(*'+!), 

donner ä l'indeterminee x' la valeur enti^rement determinee en vertu de ce qul 
pr^cede, qui rend ces expressions positives et que, d'un autre cöte, les equa- 
tions posees plus haut donnent par leur resolution celles-ci: 

b = c' x+d' (a!-\-l), d ^ —a'ie-\-b'(x-+-l), 

dont les Premiers membres sont positifs, on voit que x' coi'ncide avec x, et que 
nous nous trouvons ramen^s ä la Solution primitive a, b, c, d. 

Si maintenant nous observons qu'^ nos deux Solutions ainsi liees entre 
eiles, et qui se deduisent mutuellement Tune de l'autre par un proeöd^ uni- 
forme, cori-espondent toujours des valeurs opposöes de 7f', comme ceia rösulte 
de l'equation: 

a — h = c'^d' 

et de la remarque faite plus haut, nous eoncluons que ^tj" se reduit ä zero, 
et nous aurons simplement: 



Pour evaluer cette somme dont tous les termes rf sont egaux ä l'unite positive, 
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tout se reduit ii trouver le nombre des Solutions de l'equation: 
a(d+c) = 2m. 

Or a 6tant un divlseur determme de m, ^-^e sera aussi un tel diviseur, et 
l'on aura ä r^soudre l'equation: 

d+c = 2e, 

dont le nombre des Solutions est e; d'oü il suit, a et par consequent aussi e 
devant Stre successivetnent igalis ä tous ies diviseurs de m, que le nombre H 
qu'il s'agissait de determiner colncide avec la somme des diviseurs de m. 
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DMONSTEATION JJOUVELLE D'UNE peoposition 
KELATIVE A LA THEOEIE DBS FOEMES ÜUADEATIÜÜES. 



La proposition dont je veux donner une demonstratio ii nouvelle et tres 
simple appartenant ä une theorie exposee avec detail dans les Disqidsitiones arith- 
meticae de Gauss, je puis m'en r^ferer ä cet ouvrage quant h. la terminologie 
dont j'aurai k faire iisage, et passer immediatenient ä l'objet qu'il s'agit de remplir. 

„Etant donnee une Substitution impropre \ \\ par laquelle la forme 
quadratique (a, b, c) ^= f (dont le döterminant est suppose diiferent de 
zero) se change en elle-mdme, on peut toujours obtenir une nouvelle 
forme appartenant h, la m^me classe, et pour laquelle le double An 
coefficient moyen soit un multiple du premier coefficient." 
La supposition de l'^nonc^ fournit sur-le-champ, oiitre l'^quation: 



les trois que voici: 



aö^ßy = —1 

«(c:'— l)-f-2ia74-c7^ = 0, 
attß'i-2haö-hcyö = 0, 

dont la seconde a 6t6 simplifide par la Substitution de «rf-J-l a la place de ßy. 
En faisant la somme des deux premieres apres les avoir multipliees respective- 
ment par — tf et /, et ensuite la somme des deux dernieres multipliees par ß 

27" 
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et — a, on obtient ces nouvelles equations: 

c[ä(ßY-ad)+a] = c(«+<J) = 0. 

11 resLilte de Ik que si « et c ne s'evanouissent pas ä la fois, on a: 

a + d = 0. 

Mais cette derniere equation a egaleinent Heu dans le cas except6; en effet, 
comme dans ce cas b est diff6rent de zero, on a en möme temps 

ay = 0, aS = 0, ß6 = 0, 

equations qui ne sont compatibles avee l'^quation: 

a6-ßy = ^l, 

qii'autant qu'on snppose simidtanement: 

« = 0. ä = 0. 

11 est donc prouve que notre Substitution impropre est toüjours de la forme: 



a'+ßY = 1. 

Arrßtons-nous un instant ati, cas particulier oü le troisieine coefficient y 
de cette Substitution s'^vanouit. Nos Equations donnent alors 

«=— (f=±l, 2h = ±aß. 

On voit que, dans ce cas, la forme donnee f jouit dejä de la propriete exigee. 
On conclut de lä que si y n'est pas zero, tout se reduit h, obtenir une forme 
equivalente h la forme f, et qni soit transformable en elle-mSme par une Sub- 
stitution impropre dont le troisieme coefficient s'evanouisse. 
Soit, ä cet effet: 

(-1, M 
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la Substitution propre la plus generale, ou, autrement dit, soient X, ,a, v, p 
quatre entiers assujettis ä la seule condition: 

).Q — -(KV ^ 1. 

Appelons (p la forme en laquelle se change f lorsqu'on lui applique cette Sub- 
stitution. La Substitution inverse: 



qui est egalement propre, changera (p en /. 

Cela pose, composons les trois substitutions: 

(-r^)e:-f)e;:) 

dans l'ordrc oü nous venons de ies iJcrire; ces substitutions changeant, la pre- 
miere <p en f, la seeonde f en f, la troisieme / en (p, la Substitution composee, 
qui est d'ailleurs ^videmment impropre, changera la forme 5p en elle-möme. 
La question est donc i'öduite ä, rendre egal ä zero le troisieme coefficient de 
notre Substitution composee. 

Pour obtenir ce coefficient, commen^ons par composer les deux pre- 
mieres substitutions, et bornons-nous ä ecrire le troisieme et le quatrifeme coef- 
ficient de la Substitution qui rösulte de cette premiere composition. Ces coef- 
ficient» etant: 

il en r^sulte, pour le coefficient qu'il s'agit d'obtenir, l'expression : 

{yX—av)X—{aX+ßv)v = ^-r— 2aAiJ— (5r'. 

Comrae ;- par hypothese n'est pas z6ro, nous pouvons, avant d'^galer notre ex- 
pression ä zero, la multiplier par y; nous aurons ainsi; 

y(yV-^2aXv-ßv') = (7?.-o:vy-(a'-\-ßy)v' = (/A-av)'— r= = 0, 

par cons^quent: 

[yA-(«+l)r][j'i-C«-l).] = 0, 
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et Ton voit que si, apres avoir reduit le rapport ■— ^ (oii le signe ambigu est 
ä volonte) ä sa plus simple expression — , on deduit des entiers ^, r deux en- 
tiers ju, p qui satisfassent ä requation: 

Iq — [IV = 1, 
la Substitution 1 ' ^ ) appliqu^e ä la forme / changera cette forme en une autre 
equivalente y jouissant de la propriete exigi^e. 

Toul, le 15 acut 1857. 
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UNTEKSÜCHUNCEN 
OBEE ein PROBLEM DER HYDKODYNAMIK. 

[Auszug aus einer der Königlichen Societät am 31. Juli 1857 überreichten Abhandlung,^)] 



Obgleich die Grrundgleichnngen der Hydrodynamik in dei" Form, in weiclier 
man sie in den Lehrbüchern findet, seit Eüler und in einer andern Form, 
welche man Lagrange verdankt, seit dem Erscheinen der ersten Ausgabe der 
Mecaniqite analytique bekannt sind, so hat man doch in allen bis jetzt unter- 
suchten Fällen, in welchen die Flüssigkeit im Laufe der Bewegung ihre Gestalt 
ändert, aus den Grundgleichungen nicht die vollständige Lösung des Problems 
abgeleitet, sondern sich auf eine genäherte Bestimmung der Bewegung beschränkt. 
Durch den eben erwähnten Umstand zu dem Versuche angeregt, ein Problem 
der bezeichneten Art in aller Strenge zu behandeln, war der Verfasser der Ab- 
handlung bei der Schwierigkeit des Gegenstandes, dessen Erledigung die Inte- 
gration eines Systems von nicht linearen partiellen Differentialgleichungen er- 
fordert, darauf gefasst, dass ein solcher Versuch nur unter den einfachsten Vor- 
aussetzungen über die Bedingungen, welche die Bewegung der Flüssigkeit be- 
stimmen, Erfolg haben würde, und deshalb nicht wenig überrascht, als sich nach 
einigen vergeblichen Bemühungen ein Fall darbot, der in so fern nicht zu den 
einfacheren zu zählen ist, als darin die gegenseitige Anziehung der Elemente der 
Flüssigkeit berücksichtigt wird, und in welchem ungeachtet dieses Umstandes 
die Bewegung nicht nur ihrem allgemeinen Charakter nach erkannt, sondern 
auch unter gewissen Beschränkungen in ihren Einzelheiten bestimmt werden kann. 

Die Bedingungen dieses Falles der Bewegung, welcher in der Abhand- 
lung behandelt wird, und das darauf bezügliche allgemeine Resultat sind in fol- 
gendem Satze ausgesprochen: 
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„Hat eine homogene incompressible Flüssigkeit, die an ihrer Oberfläche 
einen constanten oder nur mit der Zeit veränderUchen Druck erleidet, anfängUch 
die Gestalt eines EUipsoides; ist femer die anfengliche Bewegung in zwei ein- 
fachere zerlegbar, eine Drehung der Flüssigkeit wie eines festen Körpers um 
eine durch den Schwerpunkt gehende Axe und eine zweite die relative Lage 
der Elemente ändernde Bewegung, bei welcher die Geschwindigkeiten derselben, 
senkrecht gegen drei bestimmte sich im Mittelpunkt rechtwinklig schneidende 
Ebenen zerlegt, den Abständen von den Ebenen pi'oportional sind, so wird die 
Flüssigkeit in der in Folge eines solchen Anfangszustandes entstehenden Bewe- 
gung auch zu jeder späteren Zeit die Gestalt eines EUipsoides haben, welches 
mit dem ursprünglichen concentrisch ist, dessen Axen sich aber im Allgemeinen 
mit der Zeit an Richtung und Grösse ändern. Von der augenblicklichen zu 
einer beliebigen Zeit stattfindenden Bewegung gilt dasselbe, was hinsichtlich 
der ursprünglichen vorausgesetzt worden ist, d. h. sie ist in zwei einfachere zer- 
legbar, wie sie vorhin definirt worden sind, so jedoch, dass sowohl die Drehungs- 
axe als die drei auf einander senkrechten Ebenen, auf welche sich diese Theil- 
bewegungen bezichen, ebenfalls im Allgemeinen jeden Augenblick eine andere 
Lage annehmen." 

Zur vollständigen Kenntniss der Bewegung, deren allgemeine Beschaffen- 
heit soeben angegeben worden ist, wird die Bestimmung von 9 Functionen der 
Zeit erfordert, welche durch eben so viel Gleichungen, eine endliche und 8 Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung definii-t werden. Von diesen letzteren lassen 
sich allgemein 7 Integrale erster Ordnung aufstellen, die jedoch zur vollstän- 
digen Lösung des Problems d. h. zur Zurückführung desselben auf Quadraturen 
nicht ausreichen, wenn nicht die anföngliclie Gestalt und der im ersten Augen- 
blick stattfindende Bewegungszustand, welcher 8 willkürliche Elemente ein- 
schliesst, weiteren Beschränkungen unterworfen werden. 

Unter den auf Quadraturen zurüekführbaren Fällen ist der einfachste, 
welcher allein hier erwähnt werden kann, der, wo die Masse ursprünglich die 
Form eines Umdrehungsellipsoides hat und keine anfänglichen Geschwindigkeiten 
vorhanden sind. Die Bewegung besteht dann aus isochronen Schwingungen, in 
welchen die Flüssigkeit durch die Kugelgestalt hindurchgehend abwechselnd 
die Form eines verlängerten und die eines abgeplatteten EUipsoides annimmt. 
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MCHKICHT 
ÜBER JACOBI'S WISSENSCHAFTLICHEN MCHLASS. 



Bald nach Jacobi's beklagenswerthem Tode hat mir Frau Professor Jacobi 
mit einem mich ehrenden Vertrauen den gesammten wissenschafthchen Nachlass 
meines unvergesslichen Freundes übergeben. Um zunächst eine allgemeine Ueber- 
sicht über denselben zu gewinnen, war es erforderlich, die zahlreichen Hand- 
schriften des grossen Mathematikers nach den Gegenständen zu ordnen. Dieses 
Geschäft, dem ich mich, gemeinschaftlich mit Jacobi's hiesigen Freunden, den 
Herren Borchardt und Joächimsthal, unterzogen habe, war nicht ohne Schwierig- 
keit, da die Manuscripte, wahrscheinlich in Folge wiederholten "Wohnungswechsels, 
sich in grosser Unordnung befanden und die einzelnen zusammengehörigen Bogen 
oder Blätter, gewöhnlich ohne Pagination, nicht selten mühsam aus verschie- 
denen Convoluten hervorgesueht werden raussten. Sobald diese vorläufige Arbeit 
beendigt sein wird, in deren Ausführung wir durch die momentan hier anwe- 
senden Herren Kummer und Rosenhain unterstützt worden sind, sollen die Hand- 
schriften unter des Verewigten Freunde, die sich dazu bereit erklärt haben, zum 
Behufe einer ins Einzelne gehenden Durchsicht vertheilt werden. Es hat sich 
bei der vorläufigen Anordnung gefunden, dass nur Weniges völlig zum Drucke 
bereit ist. Meistens liegen wiederholte Bearbeitungen derselben oder nahe ver- 
wandter Gegenstände vor, die offenbar, wenngleich jede Zeitangabe in den 
Manuscripten fehlt, sehr verschiedenen Zeiten angehören. Es werden diese Be- 
arbeitungen mit der grössten Sorgfalt durchzusehen und zu vergleichen sein, um 
auszumitteln, welche der früheren durch die späteren überflüssig geworden sind, 
oder was aus jenen herauszunehmen und in die späteren an geeigneter Stelle 
einzureihen sein wird, damit der Wissenschaft nichts Wesentliches von des grossen, 
unermüdlichen Forschers Schöpfungen verloren gehe. Die zur Veröffentlichung 
geeigneten Abhandlungen werden im gegenwärtigen Journal gedruckt werden, 
in welchem, mit Ausnahme der beiden besonderen Werke: „Fundamenta nova 
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iheoriae ftmctionum elUpticarum" und „Canon mithmeticus", fast alle Arbeiten 
Jacobi's zuerst erschienen sind, und sollen später gesammelt werden: wie er 
dies schon selbst durch die Herausgabe des ersten Bandes seiner Werke (Berlin 
bei G. Reimer, 1846) zu thun begonnen hatte. 

Neben der Herausgabe der von Jacobi selbst verfassten Abhandlungen 
beabsichtigen seine Freunde, die wichtigsten der von ihm in Königsberg und hier 
gehaltenen Universitätsvorlesungen der Oeifentlichkeit zu Übergeben. Allen, die 
an den Fortschritten der mathematischen Wissenschaften Interesse nehmen, ist 
es bekannt, welchen Einfluss Jacobi auch in seinem Berufe als Universitätslehrer, 
dem er sich stets mit besonderer Liebe und dem seltensten Erfolge gewidmet 
hat, auf den grossen Aufechwung geübt hat, den die mathematischen Studien 
während des letzten Vierteljahrhunderts in unserem deutschen Vaterlande ge- 
nommen haben. Wenn jetzt die Kenntniss der höheren Analysis unter uns in 
einem Grade verbreitet ist, wie zu keiner früheren Zeit, wenn zahlreiche jün- 
gere Mathematiker die Wissenschaft in den verschiedensten Eichtungen erweitern 
und bereichera: so hat er an einer so erfreulichen Erscheinung den grössten 
Antheü. Fast alle sind seine Schüler gewesen, selten ist ein aufkeimendes Ta- 
lent seiner Aufmerksamkeit entgangen, keinem, sobald er es erkannt, hat sein 
fördernder Rath, seine aufmunternde Theilnahme gefehlt. 

Damit einer so erfolgreichen Lehrthätigkeit, welcher der Tod ein so 
frühes Ziel gesetzt, wenigstens die Nachwirkung erhalten werde, die das ge- 
druckte Wort in Ermangelung des lebendigen, gesprochenen hervorzubringen ver- 
mag, werden die Freunde des Verewigten seine wichtigsten Vorlesungen in ge- 
nauer Reproduction durch den Druck veröffentlichen. Sie sind der Ueberzeugung, 
dass den Jüngera der Wissenschaft kein wirksameres Bildungsmitte] in die Hand 
gegeben werden kann, als es ihnen die Vorträge eines schöpferischen Geistes dar- 
bieten, der es sich zur besonderen Aufgabe gemacht hatte, seine Zuhörer bei allen 
schwierigen Untersuchungen in den Gedankengang der Ei-findung einzuweihen. 
Da Jacobi seine Vorlesungen immer ganz frei und ohne Benutzung einer schrift- 
lichen Ausarbeitung gehalten hat, so enthält sein Nachlass, bis auf wenige kurze 
Notizen, zwar nichts von seiner Hand, was auf seine Vorlesungen Bezug hat: 
dagegen finden sich in demselben sehr genaue Nachschriften seiner bedeutend- 
sten Vorlesungen, welche von mehreren seiner aiisgezeichnetsten Zuhörer her- 
rühren, und die er seit Jahren sorgfältig gesammelt hatte, theils um sich später 
dadurch die Vorbereitung auf seine Vorträge zu erleichtern, theils um sie bei 
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der Ausarbeitung von Lehrbüchern zu benutzen, deren Herausgabe er beab- 
sichtigte. Mit Hülfe dieser Nachschriften und anderer von gleicher Genauigkeit, 
die ihnen zu diesem Zwecke zur Disposition gestellt worden sind, werden Jacgbi's 
Freunde im Stande sein, seine wichtigsten Vorlesungen mit grosser Treue zu 
reproduciren. Es können von diesen Vorlesungen, die in einzelnen Bänden er- 
scheinen werden, hier vorläufig die folgenden: l". die über die Theorie der 
elliptischen Functionen, 2". über die Kreistheilung und ihre Anwendungen auf 
die Zahlentheorie, S". über die analytische Mechanik, und endlich 4". über die 
allgemeine Theone der Curven und Flächen genannt werden. Bei einigen anderen 
von geringerem Umfange bleibt die Entscheidung, ob sie zu drucken sind, noch 
vorbehalten. 

Berlin, im August 1851. 
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[GehalteQ in der Afcademie der Wissenschaften am I.Juli 1852').] 



Indem ich es unternehme, die wissenschaftlichen Leistungen des grössten 
Mathematikers zu schildern, welcher seit Lagrange unserer Körperschaft als 
anwesendes Mitglied angehört hat, treten mir lebhaft die Schwierigkeiten der 
Aufgabe vor Augen, die ganze Bedeutung der Schöpfungen eines Mannes dar- 
zustellen, welcher mit starker Hand in fast alle Gebiete einer durch zwei- 
tausendjährige Arbeit zu unermesslichem Umfange angewachsenen Wissenschaft 
eingegriffen, überall, wohin er seinen schöpferischen Geist gerichtet, wichtige 
oft tief verborgene Wahrheiten zu Tage gefördert und neue Grundgedanken 
in die Wissenschaft einführend, die mathematische Speculation in mehr als 
einer Richtung auf eine höhere Stufe erhoben hat. Nur die Ueberzeugung, 
dass solchen der Wissenschaft und ihren Pflegern geleisteten Diensten gegen- 
über eine Pflicht der Dankbarkeit zu erfüllen ist, kann die Bedenken, welche 
das Bewusstsein meiner Unzulänglichkeit in mir hervorruft, zum Schweigen 
bringen: denn wem könnte die Erfüllung dieser Pflicht mehr obliegen als mir, 
der ich, wie alle meine Fachgenossen durch Jacobi's wissenschaffchche Pro- 
ductionen so wesentlich gefördert, überdies eine nicht geringere Belehrung mei- 
nem vieljährigen , so nahen Verkehr mit dem grossen Forscher verdanke. — 

Carl Gustav Jacob Jacobi wurde den 10. Dec. 1804 zu Potsdam 
geboren, wo sein Vater ein begüterter Kaufmann war. Die erste Unterwei- 
sung in den alten Sprachen und den Elementen der Mathematik erhielt er 
von seinem mütterlichen Oheim, Hm. Lehmann, der den regsamen Knaben 
weniger zu unterrichten als zu lenken hatte , und unter dessen einsichtiger 
Leitung dieser so rasche Fortschritte machte, dass er noch nicht zwölf Jahre 
alt in die zweite Klasse des Potsdamer Gymnasiums und schon nach einem 
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halben Jahre in die erste aufgenommen wurde. In dieser blieb er volle vier 
Jahre, da er nicht fiiglich vor zurückgelegtem sechzehnten Jahre die Universität 
besuchen konnte. Der mathematische Unterricht, der ganz als Gredächtniss- 
sache behandelt wurde, konnte dem jungen Primaner nicht zusagen. Sein 
Verhältniss zum Lehrer war daher längere Zeit sehr unangenehm, gestaltete sich 
jedoch zuletzt besser, da der Lehrer einsichtig genug war, den ungewöhnlichen 
Schüler gewähren zu lassen und es zu gestatten, dass dieser sich mit Euler's 
„Introducfio" beschäftigte, während die übrigen Schüler mühsam erlernte Ele- 
mentaa-sätze hersagten. Wie weit Jacobi's geistige Entwickelung damals schon 
vorgesehritten war, zeigt der Verauch, den er um diese Zeit zur Auflösung der 
Gleichungen des 5ten Grades anstellte, und dessen er in einer seiner Abhand- 
lungen später erwähnt hat. 

An dieser Aufgabe hat mehr als einer von denen, welche später einen 
grossen Namen erlangt haben, zuerst seine Kräfte geübt, und man begreift in 
der That leicht, welchen Reiz gerade dieses Problem auf ein erwachendes 
Talent ausüben musste, so lange die Unmöglichkeit desselben noch nicht er- 
wiesen war. Zu der Berühmtheit, welche so viele fruchtlose Bemühungen 
dieser Untersuchung gegeben hatten, gesellte sich der besondere Umstand, 
dass das Problem, als einem Gebiete angehörig, welches unmittelbar an die 
Elemente grenzt, ohne ein grosses Maass von Vorkenntnissen zugänglich schien. 

Auf der hiesigen Universität theilte Jacobi seine Zeit zwischen philo- 
sophischen, philologischen und mathematischen Studien. Als Theilnehmer an 
den Uebungen des philologischen Seminars erregte er die Aufmerksamkeit 
unseres Gollegen I^öckh, des Vorstehers dieses Instituts, welcher den jungen 
Mann wegen seines scharfen und eigenthtimlichen Geistes sehr lieb gewann und 
durch besonderes Wohlwollen auszeichnete. 

Mathematische Vorlesungen scheint er wenig besucht zu haben, da 
diese damals auf der hiesigen Universität einen zu elementaren Charakter 
hatten, als dass sie Jacobi, der schon mit einigen der Hauptwerke von Euler 
und Lagrange vertraut war, w^entlicb hätten fördern können. Desto eifri- 
ger sah er sich in der mathematischen Litteratur um und suchte nament- 
lich eine allgemeine Uebersicht der grossen wissenschaftlichen Schätze zu ge- 
winnen, welche die akadem^chen Sammlungen enthalten. Jacobi, dessen 
Natur das blosse Einsammeln von Kenntnissen nicht zusagte , und der das 
Bedürfniss fühlte, der Dinge, womit er sich beschäftigte, ganz Herr zu wer- 
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den, erkannte nach etwa zweijährigen Umversttätssttidien die Nothwendig- 
keit einen Entschluss zu fassen, und entweder der Philologie oder der Ma- 
thematik zu entsagen. Da die Entscheidung, welche er ti-af, nicht nur itir 
ihn, sondern auch für die Wissenschaft, welcher er sich von nun an aus- 
schliesshch widmete, so wichtige Folgen gehabt hat, so wird man die Gründe, 
welche seine Wahl bestimmten, gern von ihm selbst erfahren. Er schreibt 
darüber an seinen schon genannten Oheim: „Indem ich so doch einige Zeit 
mich ernstlieh mit der Philologie beschäftigte, gelang es mir einen Blick 
wenigstens zu thun in die innere Herrlichkeit des alten hellenischen Lebens, 
so dass ich wenigstens nicht ohne Kampf dessen weitere Erforschung aufge- 
ben konnte. Denn aufgeben muss ich sie für jetzt ganz. Der ungeheure Ko- 
loss, den die Arbeiten eines Eüler, Lageanöe, Laplace hervorgerufen haben, 
erfordert die ungeheuerste Kraft und Anstrengung des Nachdenkens , wenn 
man in seine innere Natur eindringen will, und nicht bloss äusserlich daran 
herumkramen. üeber diesen Meister zu werden, dass man nicht jeden Augen- 
blick fürchten muss von ihm erdrückt zu werden, treibt ein Drang, der nicht 
rasten und ruhen lässt, bis man oben steht und das ganze Werk Übersehen 
kann. Dann ist es auch erst möglich mit Ruhe an der Vervollkommnung 
seiner einzelnen Theile recht zu arbeiten und das ganze, grosse Werk nach 
Kräften weiter zu führen, wenn man seinen Geist erfasst hat." 

Zu seiner Doctordissertation wählte Jacobi einen schon vielfach be- 
handelten Gegenst-and, die Zerlegung der algebraischen Brüche, Er beweist 
darin zuerst merkwürdige Formeln, welche Lagränge ohne Beweis in den Ab- 
handlungen unserer Akademie gegeben hatte, geht dann zu einer neuen Art 
der Zerlegung Ober, welche nicht, wie die bis dahin ausschliesslich betrach- 
tete, völlig bestimmt ist, und beschliesst die Abhandlung mit Untersuchungen 
über die Umformung der Eeihen, wobei schon ein neues Princip bemerk- 
lich wird, von welchem er in späteren Arbeiten mehrfach Gebrauch ge- 
macht bat. 

Gleich nach seiner Promotion babilitirte sieh Jacobi bei der Universi- 
tät und hielt eine Vorlesung über die Theorie der krummen Flächen und 
Ourven im Räume. Nach dem Zeugniss eines seiner damaligen Zuhörer 
muss sein Lehrtalent bei diesem ersten Auftreten schon sehr entwickelt ge- 
wesen sein und er es verstanden haben, sein Thema mit grosser Klarheit 
und auf eine seine Zuhörer sehr anregende Weise zu behandeln. Der 21jährige 
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Docent zeigte auch darin eine sehr frähe Reife des Urtheils, dass er un- 
beirrt durch den Misscredit, in welchen die Methode des Unendlichkleinen 
um jene Zeit durch eine grosse Autorität gekommen war, gerade dieser in 
seiner Darstellung folgte und seine Zuhörer mit dem besten Erfolge zu über- 
zeugen sich bemühte, dass die verdächtigte Methode nur in ihrer abgekürzten 
Form von der strengen Methode der Alten unterschieden ist, aber gerade 
durch diese Form bei allen zusammengesetzteren Fragen unentbehrlich wird. 

Die Aufmerksamkeit, "welche Jacobi zu erregen anfing, veranlasste die 
höchste Unterrichtsbehörde ihn aufzufordern, seine Lehrthätigkeit vorläufig als 
Privatdocent in Königsberg fortzusetzen, wo durch die eben vacant gewordene 
Professur der Mathematik sich zu seiner Beförderung mehr Aussichten als in 
Berlin darboten. 

Bei seiner Uebersiedelung nach Königsberg war es fdr Jacobi ein wich- 
tiges Ereigniss den grossen Astronomen Bessel persönlich kennen zu lernen, 
und zum ersten Male in einem dem seinigen so nahe verwandten Fache ein 
Genie in der Nähe zu sehen. Die tägliche Anschauung des Feuereifers dieses 
ausserordentlichen Mannes Übte selbst auf ihn, der es doch von seiner 
frühesten Jugend an gewohnt war, die grössten Anstrengungen von sich zu 
fordern, den mächtigsten Einfluss, dessen er später oft dankbar erwähnt hat. 

Es' war für Jacobi's schriftstellerische Laufbahn ein glücklicher Um- 
stand, dass der Anfang derselben mit der Gründung der mathematischen 
Zeitschrift zusammenfiel, durch deren Herausgabe sich unser College Okelle 
ein so grosses und bleibendes Verdienst nicht nur um die Verbreitung son- 
dern auch um die Belebung des Studiums der Wissenschaft erworben hat, 
Jacobi, der zu den frühesten Mitarbeitern der Zeitschrift gehörte, ist ihr bis 
zu seinem Tode treu geblieben, und wenn man die beiden besonderen Werke 
„Fundamenta nova theoriae functionwn elUpticarum" und „Canon arithmeticus" 
ausnimmt, so sind fast alle seine anderen Arbeiten zuerst im Crelleschen Journal 
erschienen. 

Jacobi's erste Abhandlungen zeigen ihn schon als durchaus vollende- 
ten Mathematiker, mag er nun, wie in den Aufsätzen „über Gauss' neue Me- 
thode zur genäherten Bestimmung der Integrale" und „über die pFAFF'sche 
Methode für die Integration der partiellen Differentialgleichungen", bekannte 
Theorieen aus einem neuen Gesichtspunkte betrachten und wesentlich ver- 
einfachen, oder noch nicht gelöste Probleme behandeln und zu neuen Re- 
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sultateii gelangen. Unter den Arbeiten der letzteren Art sind hier zwei be- 
sonders zu erwähnen: eine Abhandlung von wenigen Seiten, in der er eine 
bis dahin unbekannt gebliebene Grundeigenschaft der merkwürdigen Function 
kennen lehrt, welche von Legendre zuerst in die Wissenschaft eingeführt, 
in allen späteren allgemeinen Untersuchungen Ober die Anziehung eine so 
grosse Rolle gespielt hat, und eine andere „über die cub^chen Reste". Diese 
letztere enthält zwar nur Sätze ohne Beweise, aber diese Sätze sind der Art, 
dass sie nicht das Ergebniss der Induction sein können und keinen Zweifel 
darüber lassen, dass Jacobi schon damals in dem wissenschaftlichen Gebiete, 
welches Gauss ein Vierteljahrhundert früher der mathematischen Specaktion 
eröffnet hatte, und welches ebenso sehr der höheren Algebra als der Theorie 
der Zahlen angehört , im Besitze neuer , fruchtbarer Principien sein musste, 
was auch durch eine spätere Publication bestätigt wird, in der er ausdrücklich 
erwähnt, dass er diese Principien schon damals Gauss brieflich mitgetheilt habe. 

Von der weiteren Verfolgung dieses Gegenstandes wurde Jacobi zu 
jener Zeit durch eine andere Arbeit, seine Untersuchungen über die ellipti- 
schen Functionen abgezogen, welche ihm bald eine so grosse Berühmtheit 
verleihen und eine Stelle unter den ersten Mathematikern der Zeit anweisen 
sollten. 

Der junge Mathematiker, der sich schon in so vielen Richtungen mit 
Erfolg versucht hatte, schien längere Zeit in der Theorie der elliptischen 
Fnnctionen vom Glücke nicht begünstigt zu werden. Einer seiner Freunde, der 
ihn eines Tages auffallend verstimmt fand, erhielt auf die Frage nach dem 
Grunde dieser Verstimmung von ihm die Antwort: „Sie sehen mich eben im Be- 
griff dieses Buch (Legesdre's Exercices etc.) auf die Bibliothek zurückzuschicken, 
mit welchem ich entschiedenes Unglück habe. Wenn ich sonst ein bedeuten- 
des Werk studirt habe, hat es mich immer zu eigenen Gedanken angeregt 
und ist dabei immer etwas für mich abgefallen. Diesmal bin ich ganz leer 
ausgegangen und nicht zum geringsten Einfalle inspirirt worden." 

Wenn die eigenen Gedanken In diesem Falle etwas lange auf sich war- 
ten Hessen, so stellten sie sich dafür später um so reichlicher ein, so reichlich, 
dass sie in Verbindung mit den gleichzeitigen Gedanken Abbl's eine unerwartete 
Erweiterung und die völlige Umgestaltung eines der wichtigsten Zweige der 
Analysis zur Folge hatten. 

Indem der Fortschritt hier zu derselben Zeit von zwei verschiedenen 
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Seiten ausging, wird es erforderlich, neben Jacobi's Untersuchungen die gleich- 
zeitigen Arbeiten Abel's zu erwähnen. Im Ursprünge von einander unabhängig, 
greifen die Entdeckungen beider später so in einander ein , dass die Dar- 
stellung der einen ohne Berücksichtigung der anderen kaum veratändlich sein 
würde. 

Die Theorie der elliptischen Functionen, mit welcher Abel's und Ja- 
cobi's Namen auf immer verbunden sind, reicht in ihi'en Anfängen nicht 
aber die erste Hälfte des vorigen Jahrhunderts zumck. Ein italienischer 
Mathematiker von ungewöhnlichem Scharfsinn, der Graf Fagnano aus dem 
Kirchenstaate, machte die merkwüi'dige Entdeckung, dass das Integral, wel- 
ches den Bogen der Curve ausdi-tickt, welche damals die Mathematiker unter 
dem Namen Lemniscate vielfach beschäftigte, ähnliche Eigenschaften besitzt 
wie das einfachere Integral, welches einen Kreisbogen darstellt, und dass z. B. 
zwischen den Grenzen zweier Integrale dieser Art, deren eines dem doppelten 
Werthe des anderen gleich ist, ein einfacher algebraischer Zusammenhang statt- 
findet, so dass ein Lemniscatenbogen, wenn gleich eine Transcendente höherer 
Art, doch wie ein Kreisbogen durch geometrische Construction verdoppelt oder 
gehälft^t werden kann^). Euler fand einige Jahre später die eigentliche Quelle 
dieser und anderer ähnlicher Eigenschaften in einem Satze, der zu den schönsten 
Bereicherungen gehört, welche die Wissenschaft diesem grossen Forscher verdankt. 
Nach diesem EüLEß'schen Satze hängt ein gewisses Integral, welches allgemeiner 
ist als das von Fagnano betrachtete und in unserer jetzigen Terminologie el- 
liptisches Integral der ersten Gattung heisst, so von seiner Grenze ab, dass zwei 
solche Integrale mit beliebigen Grenzen immer in ein drittes vereinigt werden 
können, dessen Grenze eine einfache algebraische Verbindung der Grenzen jener 
ist, gerade so wie der Smus eines zweitheiligen Bogens algebraisch aus den 
Sinus seiner Bestandtheüe gebildet werden kann. Aber das elliptische Integral 
ist allgemeiner als dasjenige, welches einen Kreisbogen ausdrückt. Auf die 
einfachste Form gebracht hängt es nicht wie dieses bloss von seiner Grenze, 
sondern auch von einer anderen in der Function enthaltenen Grösse, dem so- 
genannten Modul ab. Das EuLER'sche Theorem ergab nur Beziehungen 
zwischen Integralen mit demselben Modul. Das erste Beispiel eines Zusammen- 
hanges zwischen Integralen , die sich durch ihre Moduln unterscheiden , bot 

') Her Satz vüü Fagsano befindet sich iui üioriiale de'LetteraÜ d'Italia, tomo 39 Anno 1718. 
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eine spätere von Landen und in etwas anderer Form von LäGRange ge- 
machte Entdeckung dar, nach welcher ein elliptisches Integral durch eine 
einfache algebraische Substitution in ein arideres Integral derselben Art ver- 
wandelt werden kann. 

Es ist Legendre's unvergänglicher Ruhm in den eben erwähnten Ent- 
deckungen die Keime eines wichtigen Zweiges der Analysis erkannt, und 
durch die Arbeit eines halben Lebens auf diesen Grundlagen eine selbständigß 
Theoi-ie errichtet zu haben, welche alle Integrale uinfasst, in denen keine 
andere Irrationalität enthalten ist als eine Quadratwurzel, unter welcher die 
Veränderliche den vierten Grad nicht übersteigt. Schon Euler hatte bemerkt, 
mit welchen ModÜicationen sein Satz auf solche Integrale ausgedehnt werden 
kann; Legekdee, indem er von dem glücklichen Gedanken ausging, alle diese 
Integrale auf feste canon^che Formen zurückzuführen, gelangte zu der für die 
Ausbildung der Theorie so wichtig gewordenen Erkenntniss, da^s sie in drei 
wesentlich verschiedene Gattungen zerfallen. Indem er dann jede Gattung 
einer sorgfaltigen Untersuchung unterwarf, entdeckte er viele ihrer wichtigsten 
Eigenschaften, von welchen namentlich die, welche der dritten Gattung zu- 
kommen, sehr verborgen und ungemein schwer zugänglich waren. Nur durch 
die ausdauerndste Beharrlichkeit, die den grossen Mathematiker immer von 
neuem auf den Gegenstand zurückkommen liess, gelang es ihm hier Schwierig- 
keiten zu besiegen, welche mit den HOlfsmitteln, die ihm zu Gebote standen, 
kaum überwindlieh scheinen mussten. 

Die Theorie, wie Abel und Jacobi sie vorfanden, bot mehrere höchst 
räthseüiafte Erscheinungen dar, zu deren Aufklärung die damals bekannten 
Principien nicht ausreichten. So hatte man , um nur eine dieser Erschei- 
nungen zu ei-wähnen, gefunden, dass der Grad der mit Hülfe des Eüler- 
schen Satzes gebildeten Gleichung, von deren Lösung die Theilung des ellipti- 
schen Integrals abhängt, nicht wie in der analogen Frage der Kreistheilung 
der Anzahl der Theile, sondern dem Quadrate dieser Anzahl gleich ist. Die 
Bedeutung der reellen Wurzeln, deren Anzahl mit jener übereinstimmt, war 
leicht ersichtlich, wogegen die zahlreicheren imaginären ganz unerklärlich 
erscheinen mussten. Aber dass hier ein Geheimniss verborgen liege, darüber 
hatte man vor Abel und Jaoobi kein Bewusstsein, und ihnen war es vor- 
behalten, sich zuerst über diese und ähnliche Erscheinungen zu wundern, was in 
der Mathematik wie in anderen Gebieten oft schon eine halbe Entdeckung ist. 
G. Lejeime Birichlet's Werke. II. 30 
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Obgleich die Umgestaltung der Theorie der elliptischen Functionen, 
welche man Abel und Jäcobi verdankt, ans dem Zusammenwirken mehrerer 
sich gegenseitig unterstützender Gedanken hervorgegangen ist, so scheint doch 
zweien dieser G-edanken die grösste Wichtigkeit zugeschrieben werden zu 
müssen, weil sie alle Theile der neuen Theorie innig durchdringen. "Während 
die früheren Bearbeiter dieses Gegenstandes das elliptische Integral der ersten 
Gattung als eine Function seiner Grenze ansahen, erkannten Abel und Jäcobi 
unabhängig von einander, wenn auch der erstere einige Monate früher, die 
Nothwendigkeit, die Betrachtungsweise umzukehren und die Grenze nebst zwei 
einfachen von ihr abhängigen Grössen, die so unzertrennlich mit ihr vei-bunden 
sind wie der Sinus zum Cosinus gehört, als Functionen des Integrals zu be- 
handeln, gerade wie man schon früher zur Erkenntniss der wichtigsten Eigen- 
schaften der vom Kreise abhängigen Transcendenten gelangt war, indem man 
den Sinus und Cosinus als Functionen des Bogens und niclit diesen als eine 
Function von jenen betrachtete. 

Ein zweiter, Abel und Jäcobi gemeinsamer Gedanke, der Gedanke 
das Imaginäre in diese Theorie einzuführen, war von noch grösserer Bedeu- 
tung, und Jäcobi hat es später oft wiederholt, dass die Einführung des Imagi- 
nären allein alle Räthsel der früheren Theorie gelöst habe. "Wäre es nicht 
eine so alte Erfahrung, dass das nahe Liegende sich fast immer zuletzt dar- 
bietet, so würde man es auffallend finden müssen, dass dieser Gedanke Euler 
entgangen ist, zu dessen frilhesten und schönsten Leistungen es gehört, die 
Theorie der Kreisfunctionen, indem er diese als imaginäre Exponentialgrössen 
behandelte, in solchem Grade vereinfacht und erweitert zu haben, dass 
fast das ganze Gebiet der Analysis eine wesentliche Umgestaltung dadurch 
erfuhr. 

Indem Abel und Jäcobi in die vorhin erwähnten, durch Unikehruiig 
aus dem elliptischen Integral der ersten Gattung gebildeten Functionen, welche 
nach unserer jetzigen Terminologie ausschliesslich elliptische Functionen ge- 
nannt werden, das Imaginäre einführten, erkannten sie, dass diese Functionen 
gleichzeitig an der Natur der Kreisfunctionen und an der der Exponential- 
grössen Theil haben, und dass, während jene nur für reelle, diese nur für 
imaginäre Werthe des Argumentes periodisch sind, die elliptischen Functionen 
beide Arten der Periodicität in sich vereinigen. 

Durch den Besitz dieser Grundgedanken auf einen neuen Boden ge- 
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stellt, richteten Abel and Jacobi ihre Untersuchungen auf zwei verschiedene 
Regionen der Theorie. Abel's Thätigkeit wandte sich den Problemen zu, 
welche die Vervielfältigung und Theilung der elliptischen Integrale betreffen, 
und indem er mit Hülfe des Princips der doppelten Periode in die Natur 
der Wurzeln der Gleichung, von welcher die Theilung abhängt, tief eindrang, 
gelangte er zu der ganz unerwarteten Entdeckung, dass die allgemeine Thei- 
lung des elliptischen Integrals mit beliebiger Grenze immer algebraisch, d. h. 
durch blosse Wurzelausziehungen bewerkstelligt werden kann, sobald die be- 
sondere Theilung der sogenannten vollständigen Integrale als schon ausgeführt 
vorausgesetzt wird. Die eben genannte besondere Theilung scheint nur f^r 
specielle Moduln möglich, unter welchen derjenige der einfachste ist, dem 
die Lemniseate entspricht. Indem er die Lösung des Problems für diesen 
Fall durchführte, zeigte er, dass die Theilung der ganzen Lemniseate der 
Kreistheilung völHg analog ist und in denselben Fällen durch geometri- 
sche Construction geleistet werden kann, in welchen nach der schönen fünf- 
undzwanzig Jahre früher von Gauss gegebenen Theorie der Kreis eine solche 
Theilung zulässt. 

An diese letztere Arbeit Abel's knüpft sich eine erwähnenswerthe 
historische Merkwürdigkeit. In der Einleitung zum letzten Abschnitte der 
„Disquisitiones arithmeticae", welcher der Ki-eistheilung gewidmet ist, hatte 
Gauss im Vorbeigehen bemerkt, dass dasselbe Prineip, worauf seine Kreis- 
theilung beruht, auch auf die TheUung der Lemniseate anwendbat" sei, und in 
der That liegt das GAUSsische Prineip, nach welchem die Wurzeln der zu 
lösenden Gleichung so in einen Oyclus zu bringen sind, dass jede von der vor- 
hergehenden auf dieselbe Weise abhängt, der Abhandlung Abel's über die Thei- 
lung der Lemniseate wesentlich zu Grunde; wenn aber für die Kreistheilung 
längst bekannte Eigenschaften der trigonometrischen Functionen genügten, um 
die Wurzeln dem GAUSsischen Principe gemäss zu ordnen, so war fllr den 
Fall der Lemniseate zu einer ähnlichen Anordnung, ja um nur die Möglichkeit 
einer solchen zu erkennen, eine Einsicht in die Natur der Wurzeln erforderlich, 
welche nur das Prineip der doppelten Periodicität gewähren konnte. Die 
vorhin erwähnte Aeusserung ist also durch Abel's Abhandlung zu einem un- 
widersprechlichen Zeugnisse geworden, dass Gauss seiner Zeit weit voraus- 
eilend, schon zu Anfange des Jahrhunderts das Prineip der doppelten Periode 
erkannt hatte. Dieses Zeugniss ist jedoch erst durch die spätere Arbeit Abel's 
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verständlich geworden, und thut daher seinem und Jacobi's Anrecht an diese 
Erfindung keinen Abbruch. 

Ausser den schon erwähnten auf die Theilung bezüglichen Resultaten 
hatten Abel's Untersuchungen noch eine andere nicht weniger wichtige Ent- 
deckung zur Folge, Indem er in den Foraieln , durch welche er die ellipti- 
schen Functionen eines vielfachen Argumentes durch die Functionen des ein- 
fachen dargestellt hatte, den Multiplicator unendlich werden liess, erhielt er 
merkwürdige Ausdrücke flir die elliptischen Functionen in Form von unend- 
lichen Reihen, so wie von Quotienten unendlicher Producte, eine Entdeckung, 
welche für die Analysis vielleicht von noch grösserer Bedeutung ist als die 
von Abel nachgewiesene algebraische Lösbarkeit der Gleichungen für die 
Theilung. 

Zu derselben Zeit als Abel diese schönen Untersuchungen ausführte, 
war Jacobi. in einem anderen TheUe desselben Gebietes nicht weniger er- 
folgreich beschäftigt. Die oben erwähnte Substitution, durch welche ein 
elliptisches Integral in ein Integral derselben Form übergeht, war bis dahin 
die einzige ihrer Art. Zwar hatte Legendbe nicht lange vor der Zeit, wo 
Jacobi sich diesem G-egenstande zuwandte, eine zweite Transformation der 
elliptischen Integrale aufgefunden, aber diese zweite Transfoi'mation, mit welcher 
er den Gegenstand für abgeschlossen hielt, war damals in Deutschland noch 
nicht bekannt, und es gehöi-te daher ein seltener Scharfsinn dazu aus einem 
sichtbaren Ringe auf das Vorhandensein einer unendlichen Kette zu schliessen, 
und eine eben so gi'osse Kühnheit, sich die Erkenntniss der Natur dieser Kette 
als Aufgabe zu stellen. 

Eine glückliche Induction, bei welcher der feine und ganz neue Ge- 
danke eine wesentliche Rolle spielte, die Transformation und die Multiplication 
aus einem gemeinschaftlichen Gesichtspunkte und letztere als einen speciellen 
Fall der ersteren zu betrachten, leitete Jacobi auf die Verinuthung, dass ratio- 
nale Functionen jedes Grades geeignet seien, ein elHptisches Integral in ein 
Integral derselben Form zu verwandeln. Diese Vermuthung bestätigte sich 
sogleich, indem sich ergab, dass die Anzahl der willkürlichen Coefficienten, 
über welche man für jeden Grad zu verfügen hatte, ausreichte um allen Be- 
dingungen zu genügen, welche zu erfüllen waren, wenn das transformirte Inte- 
gral der Form nach mit dem ursprünglichen übereinstimmen sollte. Aber 
wenn eine so einfache Betrachtungsweise über die Möglichkeit der Sache kaum 
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einen Zweifel lassen konnte, so war noch ein grosser Schritt zu thiin, um die 
innere analytische Natur der zur Transformation geeigneten gebrochenen Aus- 
drücke zu erkennen. Von welcher Art die hierbei zu besiegenden Schwierig- 
keiten waren, und durch welche geistreiche Betrachtungen Jacobi diese über- 
wand, kann hier nicht ausgeführt werden, eben so wenig als es mir gestattet 
ist alle wichtigen Folgerungen aufzuzählen, die sich aus dem vollständig ge- 
lösten Probleme ergaben. Ich erwähne nur des merkwürdigen Ergebnisses 
dieser Untersuchung, dass die Multiplication immer aus zwei Transformationen 
zusammengesetzt werden kann. 

Indem Abel und Jacobi so die Theorie gleichzeitig in zwei verschiede- 
nen Richtungen vervollkommneten, schien es, als habe das Schicksal die Ehre 
des zu vollbi-ingenden Fortschrittes gleichmässig unter die jungen Wettkämpfer 
vertheilen wollen, denn die Art wie bald darauf einer die Erfindung des anderen 
weiter führte, liess keinen Zweifel, dass jeder von ihnen, wäre ihm der andere 
nicht in einem Theile der Arbeit zuvorgekommen, den ganzen Fortschntt allein 
vollbracht haben würde. 

Jacobi war in seinen Untersuchungen von der Annahme ausgegangen, 
dass bei der Transformation die ursprüngliche Variable rational durch die 
neue ausgedrückt sei. Abel behandelte das Problem in der weiteren Voraus- 
setzung, dass zwischen beiden irgend eine algebraische Gleichung stattfinde, 
und gelangte zu dem Resultate, dass das so verallgemeinerte Problem immer 
auf den Fall zurückgeführt werden kann, den Jacobi so vollständig behandelt 
hatte. 

Nicht minder erfolgreich griff Jacobi in die von Abel gegebene 
Theorie der allgemeinen Theilung ein. Die Art, wie Abel das Problem gelöst 
hatte, zeigte zwar, dass die Wurzeln immer algebraisch ausdrückbar sind, er- 
forderte aber zur wirklichen Darstellung derselben die Bildung von gewissen 
symmetrischen Wurzelverbindungen, die nur in jedem besonderen Falle bewerk- 
stelligt werden konnte. Aus einem neuen Principe, welches bald näher zu er- 
wähnen sein wird , leitete Jacobi die schliesslichen , für jeden Grad geltenden 
und unmittelbar aus den Daten des Problems gebildeten Ausdrücke der Wurzeln 
ab, welche Ausdrücke übei-dies vor den Abel' sehen eine grössere Einfechheit 
ihrer Form voraus haben. Als Jacobi das Resultat dieser Arbeit in einer 
kurzen Notiz bekannt machte, hoffte er, Abel durch die Vervollkommnung 
der Lösung des Theilungsproblems in Verwimderung zu setzen, aber diese 
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Hoffnung blieb unerfüllt. — Abel war eben gestorben, kaum 27 Jahre alt, 
weniger als zwei Jahre nach der Bekanntmachung seiner ersten Arbeiten über 
die elhptischen Functionen. Ein so frühes Ziel hatte der Tod der glänzenden 
Laufbahn dieses tiefsinnigen und umfassenden Geistes gesetzt. 

Jacobi's weitere Untersuchungen über die eUiptkchen Transcendenten, 
wie auch die zuletzt erwähnte, sind aus einem Gedanken hervorgegangen, dem 
man wegen der Folgen, die er gehabt, vielleicht die erate Stelle unter seinen 
Gonceptionen einräumen muss. Es war dies der Gedanke, die unendlichen 
Producte, durch deren Quotienten Abel die elliptischen Functionen ausgedrückt 
hatte, als selbständige Transcendenten in die Analysis einzuführen. Als es ihm 
gelungen war diese Producte, die Übrigens alle von derselben Natur und als 
besondere Fälle einer Transcendente anzusehen sind, in Reihenform dar- 
zustellen, erkannte er eine Function, welche sich französischen Mathematikern 
schon in Untersuchungen der mathematischen Physik dargeboten hatte, wo sie 
aber wenig beachtet und nur eine ihrer Eigenschaften bemerkt worden wai-. 
Jacobi unterwarf sie einer tief eindringenden Untersuchung, erforschte ihre 
analytische Natur und führte sie dann in die Theorie der Integrale der zweiten 
und dritten Gattung ein, was nicht nur die Erkenntniss des inneren Zusammen- 
hanges schon bekannter, isolirt stehender Eigenschaften dieser Integrale, son- 
dern auch die wichtige Entdeckung zur Folge hatte, dass die Integrale der 
dritten Gattung, welche von drei Elementen abhängen, vermittelst der neuen 
Transcendente, welche deren nur zwei enthält, ausgedrückt werden können. 

Bei der späteren Darstellung der ganzen Theorie, wie Jacobi sie in 
seinen Vorlesungen zu geben pflegte, bildet die Betrachtung der erwähnten 
Function den Ausgangspunkt. Die ganze Lehre gewinnt dadurch nicht nur 
einen überraschenden Grad von Einfachheit und Durchsichtigkeit, sondern 
dieser umgekehrte Gang ist auch dadurch bemerkenswerth, dass er für andere 
später zu erwähnende Untersuchungen das Vorbild geworden ist. 

Bedenkt man , dass die neue Function jetzt das ganze Gebiet der ellip- 
tischen Transcendenten beherrscht, dass Jacobi aus ihren Eigenschaften 
wichtige Theoreme der höheren Arithmetik abgeleitet hat, und dass sie eine 
wesentliche Rolle in vielen Anwendungen spielt, von welchen hier nur die 
vermittelst dieser Transcendente gegebene Darstellung der Rotationsbewegung 
erwähnt werden mag, welche eine von Jacobi's letzten und schönsten Arbeiten 
ist, so wii-d man dieser Function die nächste Stelle nach den längst in die 
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Wissenschaft aufgenommenen Elementartranscendenten einräumen müssen. Auf- 
fallender Weise hat eine so wichtige Function noch keinen anderen Namen, als 
den der Transcendente ©, nach der zufälligen Bezeichnung, mit der sie zuerst 
bei Jacobi erscheint, und die Mathematiker würden nur eine Pfliclit der Dank- 
barkeit erfüllen, wenn sie sich vereinigten ihr Jacoei's Namen beizulegen, um 
'das Andenken des Mannes zu ehren, zu dessen schönsten Entdeckungen es ge- 
hört, die innere Natur und hohe Bedeutung dieser Transcendente zuerst erkannt 
zu haben. 

Abel's oben erwähnte Arbeiten sind nicht die einzige Leistung ersten 
Ranges dieses hervorragenden Mathematikers, sie sind nicht einmal die be- 
deutendste seiner Leistungen. Seine grösste Entdeckung hat er in einem 
Satze niedergelegt, welcher seinen Namen föhrt, und ganz das Gepräge sei- 
nes ausserordentlichen Geistes trägt, dessen charakteristische Eigenschaft es 
war, die Fragen der Wissenschaft in der umfassendsten Allgemeinheit zu be- 
bandeln. 

Das schon oben bezeichnete Eui.ee' sehe Theorem — ich rede hier 
von demselben als Princip, nicht von den daraus gezogenen Folgerungen, die 
sich täglich weiter erstreckten — bildete damals auf dem Gebiete, dem es an- 
gehört, die Grenze der Wissenschaft, über welche hinauszugehen Eulee selbst, 
Lageänge und andere Vorgänger Abel's sieh vergebens bemüht hatten. Welche 
Bewunderung musste daher eine Entdeckung hei'vorrufen , welche die Integrale 
aller algebraischen Functionen umfassend, die Grundeigenschaft derselben 
enthüllte. 

Legendee nennt das AßEL'sche Theorem ein ■monimt.entmn aere per- 
ennius, und Jacobi bezeichnete denselben Satz, „wie er in einfacher Ge- 
stalt und ohne Apparat von Oalcul den tiefsten und umfassendsten mathe- 
matischen Gedanken ausspreche, als die gi'össte mathematische Entdeckung 
unserer Zeit, obgleich erst eine künftige, vielleicht späte, grosse Arbeit ihre 
ganze Bedeutung aufweisen könne". 

Diese Arbeit hat bereits begonnen und Jacobi selbst hat daran den 
wesentlichsten Antheil gehabt. 

Der nahe liegende Versuch, die umgekehrten Functionen der Abel'- 
schen Integrale auf dieselbe Weise, wie es bei den elliptischen mit so grossem 
Erfolge geschehen war, in die Analysis einzuführen, erwies sieh bald als 
unausführbar , und verwickelte in unauflöslichen Widerspruch , denn Jacobi 
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erkannte sogleich, dass diese umgekehrten Fimctioneii vier- oder mehrfach 
periodisch sein müssten, während doch eine analytische Function, wenn sie 
wie die elliptischen und Ereisfunetionen einwerthig, und wo sie nicht unendlich 
wird, stetig sein soll, nur zwei Perioden znlässt. Es bedurfte also hier eines 
neuen verborgenen Gedankens, wenn das AßEL'sche Theorem nicht un- 
fruchtbar bleiben, wenn es die Basis einer grossen analytischen Theorie wer- 
den sollte. 

Nachdem Jacobi mehrere Jahre hindurch den Gegenstand nach allen 
Seiten erwogen hatte, fand er endlich die Lösung des Räthsels darin, dass 
hier gleichzeitig vier oder mehr Integrale zu betrachten, und aus ihnen durch 
Umkehrung zwei oder mehr Functionen von eben so vielen Argumenten 
zu bilden sind. Diese Divination machte er in einer Abhandlung von zehn 
Seiten bekannt, der zwei Jahre später eine umfangreichere folgte, in wel- 
cher die analytische Natur dieser umgekehrten Functionen im hellsten Lichte 
erschien. 

Gehört auch die später gefundene Darstellung dieser Functionen nicht 
Jacobi sondern zwei jüngeren Mathematikern von ungewöhnlichem Talente, 
so muss ich doch auch dieses wichtigen Fortschrittes hier in so fern erwähnen, 
als Jacobi's Einfluss unverkennbar darin hervortritt. Goepel und Rosenhain 
haben beide, Jacobi's oben erwähnte zweite Behandlungsweise der Theorie der 
elliptischen Functionen zum Vorbilde nehmend , ihren schönen Arbeiten die 
Betrachtung von unendlichen Reihen zu Grunde gelegt, deren Bildungsgesetz 
allgemeiner aber von derselben Art wie das der Reihe ist, durch welche die 
jACOBi'sche Function ausgedrückt wird. 

Obgleich ich mich bei der eben gegebenen Darstellung von Jacobt's 
Entdeckungen im Gebiete der elliptischen und AsEL'schen Transcendenten auf 
das "Wesentlichste beschränkt habe, so ist dieselbe dennoch zu einem Umfange 
angewachsen, der mich zwingt, die noch zu erwähnenden Leistungen Jacobi's 
hier in eine kurze Uebersicht zusammenzufassen, aus welcher ich viele Arbeiten, 
welche nur einzelne Fragen betreffen und das Detail der Wissenschaft ver- 
vollkommnet haben, ausschliessen muss. 

Schon oben ist von Jacobi's Untersuchungen über die Kreistheilung 
und die Anwendungen derselben auf die höhere Arithmetik als zu seinen 
frühesten Arbeiten gehörend die Rede gewesen. Bei diesen Untersuchungen, 
denen er die Form zum Grunde legte, welche die zuerst von Gauss gegebene 
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Auflösung der zweigliedrigen Gleichungen später durch Lagrange erhalten 
hatte, traf er in einigen Resultaten mit dem grossen Mathematiker Cauchy 
zusammen, der zu derselben Zeit mit ähnlichen Forschungen beschäftigt war 
und dieses ürastandes erwähnte, als er während Jacobi's ersten Aufenthaltes 
in Paris seine Arbeiten im Auszuge veröffentlichte. 

Aus einem schönen aus der Kreistheilung abgeleiteten Satze, auf den 
auch Cauchy gekommen war, und nach welchem alle Primzahlen, die bei der 
Diviston durch eine gegebene Primzahl oder das Vierfache derselben die Ein- 
heit zum Reste lassen, auf eine bestimmte Potenz erhoben, deren Exponent 
bloss von der letzteren Primzahl abhängt, durch die sogenannte quadratische 
Hauptform dargestellt werden, welche die negativ genommene gegebene Prim- 
zahl zur Determinante hat, schöpfte Jacobi die Vermuthung, dass jener Ex- 
ponent mit der Anzahl der von einander verschiedenen quadratischen Formen 
übereinstimmen müsse, welche der erwähnten Determinante entsprechen. Da 
sich diese Vermuthung in allen numerischen Beispielen bestätigte, so trug er 
kein Bedenken, diese Bemerkung in einer kurzen Notiz zu veröffentlichen. 
Ich glaube den bisher unbekannt gebliebenen Ursprung dieses Resultats nach 
Jacobi's mündlicher Mittheilung als ein merkwürdiges Beispiel scharfsinniger 
Induction hier erwähnen zu müssen, obgleich der strenge Beweis desselben 
nicht auf die Kreistheilung gegründet werden zu können, sondern wesentlich 
verschiedene, der Integralrechnung und der Reihenlehre entnommene Prin- 
cipien zu erfordern scheint, die erst später in die Wissenschaft eingeführt 
worden sind. 

Die im Jahre 1832 erschienene zweite Abhandlung von Gauss über die 
biquadi'atischen Reste, die durch den tiefsinnigen Gedanken, complexe ganze 
Zahlen in der höheren Arithmetik gerade so wie reelle zu behandeln, und 
durch das darin aufgestellte Reciprocitätsgesetz Epoche macht, welches in der 
Theorie der biquadratischen Reste zwischen zwei complexen Primzahlen statt- 
findet, gab Jacobi Veranlassung, seine früheren Untersuchungen wieder auf- 
zunehmen, und es gelang ihm, den erwähnten schönen Satz von Gauss und 
einen ähnlichen, welcher sich auf die cubischen Reste bezieht, mit grosser 
Einfachheit aus der Kreistheilung abzuleiten. 

Obgleich Jacobi die eben angeführten Untersuchungen und andere da- 
mit zusammenhängende, die ich nicht einmal andeutungsweise bezeichnen kann, 
in den Jahren 1836-39 vollständig niedergeschrieben hat, so ist er doch nie 

a. Lejeune Diriehlet's Werke. II, 31 
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dazu gekommen, sie durch den Druck zu veröffentlichen. Seine Zögerung 
entsprang aus dem "Wunsche, einigen seiner Resultate eine grössere Ausdehnung 
zu geben, wozu er, von so vielen anderen Arbeiten in Anspruch genommen, 
die nöthlge Müsse nicht gefunden hat. Ein Theil seiner Forschungen und 
namenthch die schon erwähnten Beweise der Reciprocitätssätze sind jedoch 
einigen deutschen Mathematikern durch Nachschriften der Vorlesungen be- 
kannt geworden, welche er im Winter 1836-37 in Königsberg über die Kreis- 
theilung und deren Anwendung auf die Theorie der Zahlen gehalten hat. 

Eine andere höchst ergiebige Quelle für die höhere Arithmetik hat 
Jacobi in der Theorie der elliptischen Functionen entdeckt, aiis welcher er 
schöne Sätze über die Anzahl der Zerlegungen einer Zahl in 2, 4, 6 und 8 
Quadrate, so wie andere über solche Zahlen abgeleitet hat, welche gleich- 
zeitig in mehreren quadratischen Formen enthalten sind. Diese wichtigen Be- 
reicherungen der Wissenschaft sind eine Frucht der oben erwähnten Ein- 
führung der JACOBi'schen Function in die Theorie der elliptischen Trans- 
cendenten. 

Jacobi hat sich wiederholt mit der Eeduction und Werthbestimmung 
doppelter und vielfacher Integrale beschäftigt. Ich erwähne hier besonders 
der einfachen Methode, durch welche er die Bestimmung der Oberfläche eines 
ungleichaxigen Ellipsoides auf elliptische Integrale der ersten und zweiten 
Gattung zurflckfühi-t, welche Zurückführung Legendre, zu dessen schönsten 
Leistungen sie gehört, nur mit Hülfe sehr verborgener Eigenschaften der In- 
tegrale der dritten Gattung gelungen war. In einer anderen hierher gehörigen 
Abhandlung hat Jacobi das EcLEß'sche Additionstheorem auf doppelte Inte- 
grale ausgedehnt, und hald darauf bemerkt, wie auch der AsEL'sche Sata einer 
ähnlichen Erweiterung fö,hig sei. 

Von Jacobi's Arbeiten über das eben genannte Kapitel der Integral- 
rechnung ist nur ein Theil veröffentlicht worden. Eine grosse Abhandlung, 
welche die Attraction der EUipsoide zum Gegenstande hat, obgleich seit langer 
Zeit beinahe vollendet, ist bisher ungedruckt geblieben, und nur durch einige 
gelegentliche Notizen bekannt geworden. Ais er sich mit dem erwähnten 
Problem beschäftigte, kam er auch auf den schönen von PoissoN um dieselbe 
Zeit gefundenen Satz , nach welchem die Anziehung , welche eine unendlich 
dünne, von zwei concentrischen, ähnlichen und ähnlich hegenden ellipsoidischen 
Flächen begrenzte Schale auf einen Punkt im äusseren Baume ausübt, ohne 
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Integralzeichen dargestellt werden kann. Jäcobi hat dieses Ümstandes nie 
öffentlicii Erwähnung gethan, obgleich er sich dabei auf das Zengniss mehrerer 
Mathematiker hätte berufen können, denen er den Satz mitgetheilt hatte, ehe 
die erste Anzeige der PoissON'schen Abhandlung erschienen war. 

Mit den eben besprochenen Untersuchungen hängt eine andere Arbeit 
Jacobi's zusammen, die wegen ihres überraschenden Resultates hier nicht 
unerwähnt bleiben darf. Maclaürin hat bekanntlich zuerst gezeigt, dass eine 
homogene flüssige Masse mit Beibehaltung ihrer äusseren Gestalt sich gleich- 
förmig um eine feste Axc drehen kann, wenn diese Gestalt die eines Eo- 
tationseUipsoides ist, und dieses schöne Resultat ist später von d'ALEMBERT 
und Lapi.ace durch den Nachweis vervollständigt worden, dass jedem Werthe 
der Winkelgeschwindigkeit, wenn dieser unter einer gewissen Grenze hegt, 
zwei und nur zwei solche EUipsoide entsprechen. Lägranse scheint zuerst an 
die Möglichkeit gedacht zu haben, dass auch ein unglcichaxiges EUipsoid den 
Bedingungen der Permanenz genügen könne; wenigstens geht dieser grosse 
Mathematiker in seiner analytischen Mechanik bei Behandlung dieser Frage 
von Foi-meln aus, welche för ein beliebiges Ellipsoid gelten. Indem er aber 
so zu zwei zu erfüllenden Gleichungen gelangt, in welchen die beiden Aequa- 
toriälaxen auf eine symmetrische Weise enthalten sind, zieht er aus dieser 
Symmetrie den Schluss, dass jene Axen gleich sein müssen, während doch 
nur daraus folgt, dass sie gleich sein können, wo dann beide Gleichungen 
in eine und mit der von Maclaürin zuerst aufgestellten und von d'ALEMBERT 
und Laplace discutirten zusammenfallen. 

Der Verfasser eines bekannten Lehrbuchs, der in der Darstellung dieses 
Gegenstandes Lagrange gefolgt ist, und den eben erwähnten übereilten Schluss 
mit dem Worte „nothwendig" begleitet, erregte zuerst Jacobi's Verdacht, 
welcher bei genauerer Betrachtung jener zwei Gleichungen zu seiner und gewiss 
aller Mathematiker grossen Ueberraschung bald fand, dass auch ein ungleich- 
axiges Ellipsoid den Bedingungen des Gleichgewichts genügen kann. 

Der Veranlassung, welche Jäcobi in seinen Untersuchungen über die 
Attraction der EUipsoide fand, sich mit den Flächen zweiten Grades zu be- 
schäftigen, verdankt man die Kenntniss mehrerer interessanter Eigenschaften, 
und einer höchst eleganten Erzeugungsweise dieser Flächen. Die mir ge- 
stellten Grenzen zwingen mich, mich auf diese Andeutung zu beschränken, 
und Jäcobi's übrige der Geometrie gewidmeten Arbeiten nur dem Gegen- 

31* 
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Stande nach zu bezeichnen. Ich nenne daher nur die Abhandlung 'über ein 
Problem der Elementargeometrie, welches vor ihm nur in speciellen Fällen 
behandelt -worden war, und dessen vollständige Lösung er aus der Theorie der 
elliptischen Transcendenten ableitet, seine üntereuchungen über die Anzahl der 
Doppeltangenten algebraischer Curven und einige kleinere Aufsätze, in welchen 
er Sätze über die Krümmung der Flächen und kürzeste Linien init grosser Ein- 
fachheit auf rein synthetischem Wege beweist. 

Zu Jacobi's wichtigsten Untersuchungen gehören diejenigen über die 
analytische Mechanik. Hamilton hatte die interessante Entdeckung gemacht, 
dass die Integration der Differentialgleichungen der Mechanik sich immer auf 
die Lösung von zwei simultanen partiellen Differentialgleichungen zurückführen 
lässt, aber diese Entdeckung war, wie merkwürdig sie auch erscheinen musste, 
völlig unfruchtbar geblieben, bis Jacobi sie von einer unnöthigen Oomphcation 
befreite, indem er zeigte , dass die zu findende Lösung nur einer der beiden 
partiellen Differentialgleichungen zu genügen braucht. Indem er vermittelst 
der so vereinfachten Theorie, um nur eine der zahlreichen Anwendungen an- 
zuführen, das noch ungelöste Problem behandelte, die geodätische Linie auf 
dem ungleichaxigen Ellipsoid zu bestimmen, gelang es ihm, mit Hülfe eines 
analytischen Instruments, welches sich schon früher in seinen Händen als sehr 
wirksam gezeigt hatte und jetzt unter dem Namen der elliptischen Coordinaten 
allgemein bekannt ist, die partielle Differentialgleichung zu integriren, und so 
die Gleichung der geodätischen Linie in Form einer Relation zwischen zwei 
ÄBEL'schen Integralen darzustellen. Diese JACOBi'sehe Entdeckung ist die 
Grundlage eines der schönsten Kapitel der höheren Geometrie geworden, 
welches deutsche, französische und englische Mathematiker wetteifernd aus- 
gebildet haben. 

Durch den oben erwähnten Zusammenhang zwischen einem Systeme 
von gewöhnlichen Differentialgleichungen und einer partiellen Differential- 
gleichung wurde er, die Sache in umgekehrter Ordnung betrachtend, zur 
Theorie der partiellen Differentialgleichungen zurückgeführt, mit welcher er 
sich schon in einer seiner frühesten Abhandlungen über die PFAFF'sche Methode 
beschäftigt hatte, und gelangte jetzt zu dem Resultate, dass von der ganzen 
Reihe von Systemen, deren suecessive Integration Pfaff fordert, die Behand- 
lung des ersten alle übrigen überflüssig macht, dass also schon der erste Schritt 
der früheren Methode vollständig zum Ziele führt. 
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Einen ähnlichen Charakter hat die Vervollkommnung, welche die Va- 
riationsrechnung Jacobi verdankt. Während zur Existenz eines Maximums 
oder Minimums das Verschwinden der ersten Variation nothwendig ist, so ist 
diese Bedingung allein nicht ausreichend und erst die Beschaffenheit der 
zweiten Variation entscheidet, ob ein Maximimi oder ein Minimum oder keines 
von beiden stattfindet. Zufolge der Theorie, wie sie Jacobi vorfand, waren 
nach den Integrationen, die durch das Verschwinden der eisten Variation ge- 
fordert werden, neue Integrationen zu leisten, um die zweite Variation zu dis- 
cutiren; Jacobi zeigte, dass die ersteren die letzteren involviren, so dass also 
auch hier die vollständige Lösung der Aufgabe bereits mit der Vollendung des 
ersten Schrittes gegeben ist. 

Wenn es die immer mehr hervortretende Tendenz der neueren Analysis 
ist, Gedanken an die Stelle der Rechnung zu setzen, so glebt es doch gewisse 
Gebiete, in denen die Rechnung ihr Recht behält. Jacobi, der jene Tendenz 
so wesentlich gefördert hat, leistete vermöge seiner Meisterschaft in der Technik 
auch in diesen Gebieten Bewunderns'würdiges. Dahin gehören seine Abhand- 
lungen über die Transformation homogener Functionen des zweiten Grades, 
über Elimination, über die simultanen Werthe, welche einer Anzahl von alge- 
braischen Gleichungen genügen, über die ümkehrung der Reihen, und über die 
Theorie der Determinanten. In dem letztgenannten Kapitel verdankt man ihm 
eine ausgebildete Theorie der von ihm mit dem Namen der Functional-Deter- 
niinanten bezeichneten Ausdrücke. Indem er die Analogie dieser Ausdrücke 
mit den Differentialquotienten weit verfolgte, gelangte er zu einem aUgemeinen 
Principe, welches er das Princip des letzten Multiplicators nannte, und welches 
bei fast allen in den Anwendungen vorkommenden Integrationsproblemen die 
letzte Integration zu bewerkstelligen das Mittel glebt, indem es den daau er- 
forderlichen integrirenden Factor a priori angiebt. 

Der Einfluss , weichen Jacobi auf die Fortschritte der Wissenschaft 
geübt hat, würde nur unvollständig hervortreten, wenn ich nicht seiner Thätig- 
keit als öffentlicher Lehrer Erwähnung thäte. Es war nicht seine Sache, 
Fertiges und üeberliefertes von neuem zu überliefern, seine Vorlesungen be- 
wegten sieh sämmtlich außerhalb des Gebietes der Lehrbücher, und umfassten 
nur diejenigen Theile der Wissenschaft, in denen er selbst schaffend auf- 
getreten war, und das hiess hei ihm, sie boten die reichste Fülle der Abwechse- 
lung. Seine Vorträge zeichneten sich nicht durch diejenige Deutlichkeit aus. 
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welche auch der geistigen Ärrouth oft zu Theil wird, sondern durch eine 
Klarheit höherer Art. Er suchte vor allem die leitenden Gedanken, welche 
jeder Theorie zu Grunde liegen, darzustellen, und indem er alles, was den 
Schein der Künsthchkeit an sich trug, entfernte, entwickelte sich die Lösung der 
Probleme so naturgemäss vor seinen Zuhörern, dass diese Aehnliches schaffen zu 
können die Hoffnung fassen konnten. Wie er die schwierigsten Gegenstände 
zu behandeln wusste, konnte er seine Zuhörer mit Recht durch die Versiche- 
rung ermuthigen, dass sie in seinen Vorlesungen sich nur ganz einfache Ge- 
danken anzueignen haben würden. 

Der Erfolg einer so ungewöhnlichen Lehrart, wie ich sie eben ge- 
schildert habe iind wie sie nur einem schöpferischen Geiste zu Gebote steht, 
war wahrhaft ausserordentlich. Wenn jetzt in Deutschland die Kenntniss 
der Methoden der Analjsis in einem Grade verbreitet ist wie zu keiner frü- 
heren Zeit, wenn zahlreiche jüngere Mathematiker die Wissenschaft nach allen 
Richtungen erweitern und bereichern; so hat Jacobi an einer so erfreulichen 
Erscheinung den wesentlichsten Antheil. Fast alle sind seine Schüler gewesen, 
selten ist ein aufkeimendes Talent seiner Aufmerksamkeit entgangen, keinem, 
sobald er es erkannt, hat sein fördernder Rath, seine aufmunternde Theil- 
nahme gefehlt. 

Ich habe mich eben bemtiht, Jacob: als Erfinder und in seiner Wirk- 
samkeit als Lehrer darzustellen. Soll ich jetzt den Versuch wagen, ihn zu 
schildern, wie er ausserhalb der wissenschaftlichen Sphäre denen erschien, die 
den mathematischen Wissenschaften fern stehen, so muss ich es als den Grund- 
zug seines Wesens bezeichnen, da^s er ganz in der Welt der Gedanken lebte, 
und dass in ihm das, wozu es bei den meisten, selbst bedeutenden Menschen 
eines besonderen Anlauf bedarf, das Denken zum habituellen Zustande und wie 
zur zweiten Natur geworden war. Wenn etwas im Leben oder in der Wissen- 
schaft einmal seine Aufmerksamkeit erregt hatte, so ruhte er nicht, bis er es 
zu eigenen Gedanken verarbeitet hatte, und mit dieser ununterbrochenen geistigen 
Thätigkeit war in ihm ein so seltenes Gedächtniss vereinigt, dass er alles, wo- 
mit er sich einmal beschäftigt hatte, sich sogleich vergegenwärtigen und darüber 
verfügen konnte. 

Der unerschöpfliche Vorrath an Wissen und eigenen Gedanken, wel- 
cher Jacobi jeden Augenblick zu Gebote stand, eine seltene geistige Beweglich- 
keit, durch die er sich jedem Alter, jeder Fassungskraft anzupassen witöste, 
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und eine eigenthümlich humoristische, die Dinge scharf bezeichnende Ausdruck- 
weise verliehen dem grossen Mathematiker auch im geselligen Verkehr eine un- 
gewöhnliche Bedeutung, die noch durch die Bereitwilligkeit wissenschafthche 
Fragen aus dem Stegreif zu behandeln erhöht wurde. Diese Bereitwilligkeit 
entsprang aus dem innersten Wesen seiner Natur, die in der Ueberwindung 
von Schwierigkeiten ihre eigentliche Befriedigung fand, imd es lag daher für 
ihn ein ganz besonderer Reiz darin, wissenschaftliche Ergebnisse durch einfache 
Betrachtungen selbst solchen verständlich zu machen, denen die dazu scheinbar 
unentbehrlichen Vorkenntnisse fehlten, Nur musste er, um einen solchen Ver- 
such anzustellen, die Ueherzeugung haben, dass" die, mit welchen er sich unter- 
hielt, ein wirkliches Interesse an der Sache nahmen. Wo er hingegen gedanken- 
lose Neugier zu bemerken glaubte, oder entschiedene Meinungen mit Selbst- 
gefälHgkeit von solchen aussprechen hörte, die sich nie die harte Arbeit des 
Selbstdenkens zugemuthet hatten, verUess ihn die Geduld, und er machte dann 
gewöhnlich der Unterhaltung durch eine ironische, nicht selten scharf abweisende 
Bemerkung ein Ende. Man hat ihm oft vorgeworfen, dass er sich bei solchen 
Anlässen seiner geistigen Kraft zu sehr bewusst gezeigt habe. Aber die, welche 
ihn so beurtheilten, würden vielleicht ihre Meinung geändert haben, hätten sie 
den Preis gekannt, um welchen er das Recht auf ein solches Bewusstsein er- 
langt hatte. Ein Brief aus dem Jahr 1824, aus einer Zeit also, zu welcher 
Jacobi noch völlig unbekannt war und daher durchaus kein Interesse haben 
konnte, seine geistigen Kämpfe mit übertriebenen Farben zu schildern, enthält 
folgende Stelle, die ich als merkwürdigen Beitrag zur Charakteristik des ausser- 
ordentlichen Mannes hier wörtlich mittheile. J,a.cobi war damals eben 20 Jahre 
alt geworden und seit etwa einem Jahre ausschliesslich mit mathematischen 
Stadien beschäftigt. 

„Es ist eine saure Arbeit, die ich gethan habe, und eine sam-e Arbeit, 
in der ich begriffen bin. Nicht Fleiss und Gedächtniss sind es, die hier zum 
Ziele fuhren, sie sind hier die untergeordnetsten Diener des sich bewegenden 
reinen Gedankens. Aber hartnäckiges, himzersprengendes Nachdenken er- 
heischt mehr Kraft als der ausdauerndste Fleiss. Wenn ich daher durch stete 
Uebung dieses Nachdenkens einige Kraft darin gewonnen habe, so glaube man 
nicht, es sei mir leicht geworden, durch irgend eine glückliche Naturgabe 
etwa. Saure, saure Arbeit hab' ich zu bestehen, und die Angst des Nach- 
denkens hat oft mächtig an meiner Gesundhteit gerüttelt. Das Bewusstsein 
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freilich der erlangten Kraft giebt den schönsten Lohn der Arbeit, so wie 
■wiederum die Ermuthigung fortzufahren und nicht zu erschlaffen. Gedanken- 
lose Menschen, denen jene Arbeit und jenes Bewusstsein also auch ein ganz 
fremdes ist, suchen diesen Trost, der doch allein machen kann, dass man auf 
der schwierigen Bahn den Math nicht sinken lässt, dadurch zu verkümmern, 
dass sie das Bewusstsein ein eignes, freies zu sein — denn nur in der Be- 
wegung des Gedankens ist der Mensch frei und bei sich — unter dem Namen 
Eigendünkel oder Anmassung gehässig machen. Jeder, der die Idee einer 
Wissenschaft in sich trägt, kann nicht anders als die Dinge danach abschätzen, 
wie sich der menschliche Geist in ihnen offenbart; nach diesem grossen Maae- 
stab muss ihm daher manches als geringfügig vorkommen, was den anderen 
ziemlich preiswürdig erscheinen kann. So hat man auch mir oft Anmassung 
vorgeworfen, oder wie man mich am schönsten gelobt hat, indem man einen 
Tadel auszusprechen meinte, ich sei stolz gegen alles Niedre und nur demüthig 
gegen das Höhere. Aber jener unendliche Massstab, den man an die Welt in 
sich und ausser sich legt, hindert vor aller üeberschätzung seiner selbst, indem 
man immer das unendliche Ziel im Auge hat und seine beschränHe Kraft. 
In jenem Stolze und jener Demuth will ich immer zu beharren streben, ja 
immer stolzer und immer demüthiger werden". 

Dass es bei Jacobi keine blosse Phrase war, wenn er von sieh sagt, 
dass er die Dinge danach abschätze, wie sich der menschliche Geist in ihnen 
offenbare, und dass er wirklich alles, was die Welt der Gedanken nicht be- 
rührte, wenn nicht mit Gleichgültigkeit, doch mit Gleichmuth behandelte, 
hat er in den schwierigsten Lagen seines Lebens gezeigt. Am bewunderungs- 
würdigsten offenbarte sich dieser wahrhaft philosophische Gleichmuth, als ihn 
das Unglück traf, sein ganzes von seinem Vater ererbtes Vermögen zu ver- 
lieren, ein Verlust, der ihm um so empfindlicher hätte sein können, als er seit 
zehn Jahren verheirathet, für eine zahlreiche Familie zu sorgen hatte. Wer 
ihn damals sah, als er herbeigeeilt war, um seiner von ähnlichem Verluste be- 
troffenen Mutter mit Rath und That beizustehen, konnte in seiner Stimmung 
nicht die geringste Veränderung wahrnehmen, Er sprach mit demselben Inter- 
esse wie immer von wissenschaftlichen Dingen und klagte nur darüber, dass 
die unerwartete Reise ihn aus einer Untersuchung gerissen habe, die ihn gerade 
lebhaft beschäftigte. 

Wie Jacobi's Gedankencultus sich in der Anerkennung von Abel's 
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grosser Entdeckung kund gab, habe ich schon früher erwähnt. Einen ähn- 
liehen Sinn zeigte er für alles geistig Bedeutende, und auf ihn findet der Aus- 
spruch eines alten Schriftstellers keine Anwendung, dass die Menschen eigent- 
lich nur das bewundern, was sie selbst vollbringen zu können glauben. Seine 
Anerkennung umfasste das ganze geistige Gebiet, und in seiner Wissenschaft 
war Jacobi's Freude Über eine fremde Erfindung um so lebhafter, je mehr 
sich diese durch ihr Gepräge von seinen eigenen Schöpfungen unterachied. Es 
war eine ihm natürliche Bewegung, in solchem Falle den Ausdruck seines Bei- 
falls durch das Geständniss zu verstärken, dass er diesen Gedanken nie gehabt 
haben würde. 

Es bleibt mir nun noch übrig, das was ich oben von Jacobi's äusseren 
Lebensverhältnissen erwähnt habe, mit wenigen Worten zu vervollständigen. 

Als er seine Untersuchungen Über die elliptischen Functionen bekannt zu 
machen anfing, war er noch Privatdocent; die Bewunderung, welche seine Ent- 
deckungen bei allen denen erregten, denen in solchen Dingen ein Urtheil zu- 
stand, hatte die Folge, dass er sogleich zum ausserordentlichen und bald darauf 
zum ordentlichen Professor befördert wurde. 

Indem ich von der Aufnahme rede, welche Abel's und Jacobi's Ent- 
deckungen — denn beider Namen sind hier unzertrennlich — bei allen Fach- 
genossen fanden, kann ich nicht umhin des Mannes namentlich zu erwähnen, 
der durch seine vieljährigen Forschungen ganz besonders berufen war, den un- 
erwarteten Fortschritt nach seiner ganzen Bedeutung zu würdigen. Legendre, 
der seine Zeitgenossen so oft der Theilnahmlosigkeit angeklagt und noch kurz 
vor jener Zeit das Bedauern ausgesprochen hatte, dass seine Liebhn^wissen- 
schaft., von allen anderen verlassen, durch ihn allein erst nach 40jähriger Arbeit, 
wie er glaubte, zum Abschluss gekommen sei, begrüsste Abel's und Jacobi's 
Entdeckungen, welche die Theorie weit über die Grenzen hinausführten, die 
ihm selbst durch die Natur des Gegenstandes gesetzt schienen, mit so warmer, 
ja enthusiastischer Anerkennung, dass es schwer zu sagen ist, wen eine solche 
Anerkennung mehr ehrte, die jungen Mathematiker, welchen sie am Eingänge 
ihrer Laufbahn zu Theil ward, oder den edlen Altmeister, der fast am Ziele 
angelangt sich solcher Gefllhlswärme ßlhig zeigte. 

Eine nicht minder ehrenvolle Auszeichnung war es, als bald darauf 
die Pariser Akademie, obgleich sie keine Preisbewerbung Über die Theorie der 
elliptischen Functionen eröffnet hatte, Abel's und Jacobi's Arbeiten als der 

G. l.eieune Dirichlet's Werke. IL 32 
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wichtigsten Entdeckung der Zeit einen ihrer grossen mathematischen Preise zu- 
erkannte und zwischen Jacobi und Abel's Erben theilte. 

Ich muss mich darauf beschränken, hier die Beweise der Anerkennung, 
zu erwähnen, welche Jacobi's Eintritt in die wissenschaftliche Laufbahn be- 
zeichneten , die mir gesteckten Grenzen gestatten mir nicht , alle die Aus- 
zeichnungen anzuführen, die ihm auch später in so reichem Maasse zu Theil 
wurden, und deren Erwähnung in einer ai:^führlichen Biographie nicht feh- 
len dürfte. 

Bald nachdem Jacobi im Jahre 1829 seine „Fundamenta nova theo- 
nae fwictionum eUipticarum" , die nur einen Theil seiner Untersuchungen Über 
diesen Gegenstand enthalten, veröffentlicht hatte, machte er die erste grössere 
Reise ins Ausland, schlug den Weg über Göttingen ein, um Gauss persönlich 
kennen zu lernen, und wandte sich dann nach Paria, wo er mehrere Monate 
sich aufhielt und wo damals ausser Legendre, mit dem er seit längerer Zeit 
in naher brieflicher Verbindung stand, und für den er immer eine grosse Pietät 
bewahrt hat, noch Pourier, Poisson und andere hervorragende Mathematiker, 
die Jacobi überlebt haben, vereinigt waren. 

Eine zweite Reise ins Ausland unternahm Jacobi, der seit 1831 mit 
einer Frau von hervorragender Geistesbildung verheirathet war, erst wieder im 
Jahre 1842 in Gesellschaft seiner Frau. Die Veranlassung zu dieser Reise war 
für ihn zu ehrenvoll, als dass ich sie unerwähnt lassen könnte. Dem erleuchteten 
Staatsmanne, welcher damals an der Spitze dei' Verwaltung in der Provinz 
Preussen stand, schien es im Interesse der Wissenschaft wünschenswerth, dass 
Bessel und Jacobi einmal der schon oft an sie ergangenen Aufforderung zur 
Theilnahme an der jährlich in England stattfindenden Gelehrtenversammlung 
Folge leisteten, und er stellte daher bei dem Könige den Antrag auf BewiUigTmg 
der Kosten zu einer solchen Reise, welchem Antrage Seine Majestät mit König- 
licher Munificenz zu willfahren geruhte. 

Bald nach seiner Rückkehr von dieser Reise zeigten sich bei Jacobi 
die Symptome einer leider unheilbaren Krankheit, Er schwebte längere Zeit 
in der grössten Gefahr, und als diese endlich für den Augenblick beseitigt 
war, erklärten seine Aerzte zu seiner Kräftigung einen längeren Aufenthalt 
in einem südlichen Klima für nothwendig. Diese ärztliche Erklärung setzte 
Jacobi in nicht geringe Verlegenheit, aber diese Verlegenheit war nicht von 
langer Dauer, denn die Lage der Sache war nicht sobald durch nnsern CoUegen 



y Google 



GEDÄCHTNISSEEDE AUF CARL GUSTAV JACOB JAOOBL 251 

Alexander von Humboldt, dessen gewichtige Vermittelung nirgends fehlt, wo 
es die Ehre der Wissenschaft und das Wohl ihrer Vertreter gilt , zur Kenntnis» 
Seiner Majestät des Königs gelangt, als durch einen neuen Akt Königlicher Gross- 
muth eine ansehnliche Summe zu einer Reise nach Italien angewiesen wurde. 

Das milde Klima von Rom, wo Jacobi den Winter zubrachte, wirkte 
so wohlthätig auf ihn, dass die, welche ihn dort sahen, weit entfernt, in ihm 
einen Reconvalescenten zu erkennen, üher seine wahrhaft ausserordenthche 
Thätigkeit erstaunen mussten. Er schrieb nicht nur während der fünf Monate 
seines dortigen Aufenthaltes ausser mehreren kleineren Aufsätzen, welche in 
einer wissenschaftlichen Zeitschrift in Rom selbst erschienen, eine wichtige sehr 
umfangreiche für das ORELLE'sche Journal bestimmte Abhandlung, sondern 
unternahm auch die Vergleichung der im Vatilian aufbewahrten Handschriften 
des DiOPHANTUS, mit welchem er sieh seit längerer Zeit angelegeiiüich be- 
schäftigt hatte. 

In sein Vaterland zurückgekehrt, wurde er von Königsberg nach Berlin 
versetzt, wo das wenigstens relativ mildere Klima seine Gesundheit weniger 
zu bedrohen schien. Ohne hier der Universität anzugehören, hatte er nur 
die Verpflichtung Vorlesungen zu halten, so weit es mit der Schonung, 
deren sein Gesundheitszustand so sehr bedurfte, verträglich sein würde. Seine 
schriftstellerische Thätigkeit während seines hiesigen Aufenthaltes stand gegen 
die der besten Königsberger Zeit kaum zurück , wie es die hier in etwa 
sechs Jahren geschriebenen Abhandlungen bezeugen, welche zwei starke Quart- 
bände füllen. 

Zu Anfang des Jahres 1851 hatte er einen Anfall der Grippe zu be- 
stehen; da er sich jedoch schnell erholte und wieder mit grossem Eifer zu 
arbeiten anfing, so durften seine Freunde sich der Hoffnung überlassen, dass 
er ihnen und der AVissenschaft noch lange erhalten bleiben würde, als er 
plötzlich am Uten Februar von neuem erkrankte. Sein Zustand erregte so- 
gleich die grössten Besorgnisse, und als man nach einigen Tagen erkannte, 
dass er von den Blattern ergriflfen sei, die auf dem durch das alte Uebel un- 
tei-wühhen Boden den bösartigsten Charakter zeigten, schwand jede Hoffnung. 
Den 18ten Februar Abends 11 Uhr acht Tage nach seiner Erkrankung erlag 
er ohne Kampf. 

Jacobi's wissenschaftliche Laufbahn umfasst gerade ein Vierteljahr- 
hundei't, also einen weit kürzeren Zeitraum als die der meisten früheren Mathe- 
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matiker ersten Ranges, und kaum die Hälfte der Zeit, über welche sich Euler's 
Wirksamkeit erstreckt hat, mit dem er wie durch Vielseitigkeit und Fruchtbar- 
keit, so auch darin die grösste Aehnlichkeit hat, dass ihm alle Hüifsmittel 
der Wissenschaft immer gegenwärtig waren und jeden Augenblick zu Ge- 
bote standen. 

Der Tod, welcher ihn so früh und so plötzlich im Besitze seiner vollen 
Kraft von der Arbeit hinweggenommen, hat der Wissenschaft die grossen 
Bereicherungen nicht gegönnt, die sie von Jaoobi's nie ermüdender Thätigkeit 
noch erwarten durfte. Indem ich dies ausspreche, thue ich es nicht nur in 
der Voraussetzung, dass in einem solchen Geiste die schöpferische Kraft nur 
mit der physischen zugleich erlöschen konnte, ich habe auch eine Reihe von 
fast vollendeten Arbeiten vor Augen, an die er selbst in kurzer Zeit — viel- 
leicht während des Druckes, wie er es in der letzten Zeit so gern that — die 
letzte Hand hätte legen können, und die jetzt durch seine Freunde als Bruch- 
stücke, in unvollkommener Form ans Licht treten müssen. Noch während 
seiner Krankheit, kaum vier Tage vor seinem Tode, beklagte er das Miss- 
geschick, welches über vielen seiner grösseren Arbeiten gewaltet habe, die 
Krankheit oder häusliches Unglück unterbrochen habe. „Wenn ich dann", setzte 
er wehraüthig hinzu, „später an die Arbeit zurückkehrte, habe ich lieber etwas 
Neues anfangen als Untersuchungen wieder aufiiehmen wollen, die so traurige 
Erinnerungen in mir erweckten. Aber ich sehe ein, dass ich nicht länger 
zögern darf, jene älteren Arbeiten, denen ich einen so gi'ossen Theil meiner 
besten Kraft gewidmet habe, der Oeffentiichkeit zu übergeben, wenn sie noch 
erfolgreich in den Gang der Wissenschaft eingreifen sollen. Glücklicher Weise 
bedarf es dazu nur sehr kurzer Zeit, die mir ja hoffentlich nicht fehlen wird." 
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Auszüge aus den Monatsberichten 
der Akademie der Wissenschaften zu Berlin. 



Ueter die Darstellung beliebiger Functionen 

durcb bestimmte Integrale in specieller Anwendung 

auf die Function P„ welche bei der Attraction der Spbäroide 

Torkommt. 

(MoDatsbericht 1837 S. 79.)') 



üeber einige Aufgaben, 

welche die Bestinimung einer unbekannten Function 

unter dem Integralzeichen erfordern. 

(Monatsbericht 1843 S. 152.)') 
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Bemerkungen zu Kummer's Beweis des Fermat'sclien Satzes, 

die Unmögliclikeit von a?'— ?/' = ^' für eine unendlicte Anzahl 

von Primzalilen ^ betreffend. 

(Monatsbericht 1847 S. 139-141.) 



"Was die zweite der beiden Voraussetzungen betrifft, welche dem scharf- 
sinnigen Beweise des Herrn Kummer zu Grunde liegen, so lässt sich deren 
Richtigkeit für jeden besonderen Werth von X mit Hülfe der allgemeinen 
Theorie der complexen Einheiten prüfen, über welche Im Märzbericht von 1846 
einige Andeutungen gegeben worden sind, und welche in einem der nächsten 
Hefte des ORELLE'schen Joumales bekannt gemacht werden wird^). Nach der 
erwähnten Theorie lässt sich nämlich für jedes ^ der allgemeine Ausdruck 
aller aus X"" Wurzeln der Einheit zusammengesetzten complexen Einheiten auf- 
stellen, und die Bildung dieses Ausdruckes bietet keine andere Schwierigkeit 

dar als die einer mit wachsendem Z rasch an Complication zunehmenden nu- 

l 3 

merischen Rechnung. Ist dieser Ausdruck, der —^— zu unbestimmten Potenzen 

erhobene Fnudamentaleinheiten enthält, bekannt, so lässt sich ohne grosse 
Mühe bald entscheiden, ob die in der Voraussetzung (B.) ausgesprochene Be- 
dingung erfüllt ist, d. h. ob der Ausdruck nur dann nach dem Modul X einer 
reellen Zahl congruent werden kann, wenn alle Exponenten durch X aufgehen. 
Die Voraussetzung (A.) bezieht sich auf eine Theorie, welche mit der 
der quadratischen Fonnen die grösste Analogie hat. Wie nämlich nicht jede Zahl 
m, für welche die Oongruenz 

|'=Z) (moä.m) 
möglich ist, immer in der Form x'—D'tf enthalten ist, sondern im allgemeinen 
eine beschränkte Anzahl wesentlich verschiedener quadratischer Formen existirt, 
durch welche sämmtliche Zahlen m dargestellt werden können, so finden ähn- 
liche Beziehungen zwischen höheren Congruenzen und ihnen entsprechenden 
höheren Formen Statt. Betrachtet man z. B. die Oongruenz 

-i^Y ^0 (moiä. m), 
hinsichtlich welcher schon Eulee die Moduln m, für welche sie möglieh ist, 

1) Die Abhandlung ist erschienen in Bti. 40 des .lournals S, 130 — 138. F. 
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vollständig bestimmt hat, so sind auch diese Zahlen m nicht immer von 
der Form 

wo 

(p(a) = ^^-i~ax,-\-a\-i l-ß^~^^i-s 

und Xa, Xj, ..., Xn_2 unbestimmte ganze Zahlen bezeichnen, aber es existiren 

immer Formen in endlicher Anzahl, welche wie die vorige in lineare Factoren 

zerlegt werden können, und mit dieser vereinigt alle Zahlen m ausdrücken, ftlr 

welche die EuLEß'sche Congruenz auflösbar ist. Nachdem die Darstellbai-keit 

X—B 
aller Einheiten durch ■ — ^— Fundamentaleinheiten erkannt worden war, was 

hier das Analogen von der allgemeinen Lösung der FERMAx'schen Gleichung 

x'—Df = 1 
ist, lag der Versuch nahe, die Analogie zwischen den quadratischen und diesen 
höheren Formen weiter zu verfolgen und namentlich die Anzahl der letzteren 
durch ähnliche Mittel zu bestimmen, durch welche dieselbe Frage in der Theorie 
der quadratischen Formen früher erledigt worden war. Diese Untersuchung, 
auf welche sich Herr Kummer im Eingange seiner Mittheilung bezieht, ist denn 
auch vor etwa drei Jahren mit Hülfe eines neuen Princips, dessen es bei der 
Ermittelung der Formenzahl für den zweiten Grad nicht bedurft hatte, glücklich 
zu Ende und zu einem Resultate geführt worden, welches durch seine Form 
merkwürdig scheint und so einfach ist, als man es bei einer Frage, die Formen 
aller Grade umfasst, nur immer erwarten konnte. Der von mir für die Anzahl 
der Formen (X — l)-ten Grades gefundene Ausdruck, welcher, wie die Analogie 

mit den quadratischen Formen vorhersehen hess, die oben erwähnten — ^ — 
Fundamentaleinheiten enthält, giebt, sobald diese bekannt sind, das Mittel, durch 
eine ziemlich einfache numerische Eechnung die Voraussetzung (A.) zu prüfen. 
Ob es aber möglich sein werde, aus der Art, wie die Fundamental einheiten 
in den Ausdruck für die Formenzahl eingehen, etwas Allgemeines Über den 
Zusammenhang der beiden Voraussetzungen abzuleiten und die von Herrn 
Kummer am Ende seines Briefes ausgesprochene Vermuthung zu prüfen, dass 
die erste Voraussetzung die zweite immer involvire, darüber wage ich für jetzt 
nicht zu entscheiden. Eine solche Entecheidung wird nur das Ergebniss einer 
sorgfältigen aus dem eben besprochenen Gesichtspunkte vorzunehmenden Dis- 
cussion des Ausdruckes flir die Formenzahl sein können. 
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256 AUSZÜGE AUS DEN MONATS BE EICHTEN DER AKADEMIE. 

Bericlit über Ehreiizeller's AuflÖsimg numerischer Gleichungen 
durch Eeihen. 

(Monatsbericht 18. Februar 1850 S. 36.) 

Herr Dirichlet erstattete Bericht über das der Klasse zugewiesene 
Schreiben des Herrn Ehrenzeller (St. Gallen d. 21. 12) eine Auflösung nu- 
merischer Gleichungen durch Reihen enthaltend. Das Verfahren ist überein- 
stimmend mit der Erweiterung der NEWTONschen Approximationsmethode auf 
das Glied der zweiten Ordnung bei der Entwickelung nach dem TAYLOßschen 
Lehrsatze und kann sonach nicht auf Neuheit Anspruch machen. 



Ueber eine neue Ableitung von zwei arithmetischen Sätzen 
aus einer gemeinschaftlichen Quelle. 

(Moüatsbericht 1853 S. 300.)') 



yGoosle 



n. ABTHEILUNG, 

ENTHALTEND 

NACHGELASSENE ARBEITEN. 



G. Lejeune Dirichlefs Werke. 
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ÜBER DEN ßlQÜADRATISCHEN CHAEAKTER 



DER ZAHL „ZWEI". 



ö. LEJEÜNE DIRICHLET. 



inem Briefe Dirichlet's an Herrn Stern zu Göttingen, Crelle's Journal 
für die reine und augewandte Matliematili, Bd. 57 S. 187 — 188.) 
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ÜBEE DEN BIÜUADEATISCHEN CHAEAKTEK DER ZAHL „ZWEI". 

Es sei p eine Primzahl der Form 4n + l und 

"WO a ungerade. Aus dieser Gleichung und der daraus folgenden 

2p = (a+by+(a-by 
ergiebt sich sogleich mit Anwendung des verallgemeinerten Symbols von Lbgendre 

oder 

(v:-r)-(^.). 

und dann nach bekannten Sätzen: 

oder, was dasselbe ist: 

ai(P-'>~l, (ß-|-&)*(J'-i) = (— l)^K<^'')'-y (mod.p). 
Andererseits erhält man aus: 

(_a+hy = a'-\-b''-\-'iab ^ 2ab (mod.p) 
durch Erhebung zur Potenz -f(p — 1): 

oder, wenn man 

6 = ./ 
setzt und die beiden letzten Congruenzen berücksichtigt: 
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Nun ist, weil 

also 

f ^ ^1 (mod.^), 

oder, wenn man mit fi'-^-''> dividirt, 

2i<)'-« ~ fh" (mod.p), 
welches Resultat in das von Gauss im § 24 seiner „theoria residuorum biqua- 
drattcorum" gegebene übergeht, wenn man mit ai"* multiplicirt und für af 
wieder b einfuhrt, 

G-öttingen, den 21. Januar 1857. 
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UNTERSUCHUNGEN ÜBER EIN PROBLEM 
DER HYDRODYNAMIK. 



G. LEJEUNE DIRIOHLET. 



AUS DESSEN NACHLASS HERGESTELLT VON R. DEDEKIND. 



1 achten Bando der Abhandlungen der KöniglicliQn Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Göttingen. 
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UNTEESÜCHÜNGEN ÜBER EIN PROBLEM DER HYDRODYNAMIK. 



Vorwort. 

Ueber die Vollendung und Herausgabe dieser Abhandlung, welche nach 
dem letzten Willen des Verfassers mir übertragen worden ist, sind einige Be- 
merkungen vorauszuschicken. Das hier behandelte hydrodynamische Problem, 
dessen Lösung aus dem Winter 1856 — 57 stammt, wurde in kurzen Zügen zu- 
erst am Schlüsse der Vorlesungen über partielle Differentialgleichungen im Juli 
1857 vorgetragen, und gleichzeitig wurde das Hauptresultat der ganzen Unter- 
suchung in den Nachrichten von der Königl. Gesellschaft der Wissenschaften') 
durch eine kurze Anzeige veröffentlicht. Die vollständige Darstellung verzögerte 
sich aber, theils durch den Wunsch des Verfassers, den Gegenstand in seinen 
Einzelheiten noch mehr zu durchforschen, theUs durch die Beschäftigung mit 
anderen Arbeiten , bis die plötzliche Krankheit und der zii frühe Tod die 
Vollendung unmöglich machten. Unter den hinterlassenen Papieren, die sich 
auf diesen Gegenstand beziehen, und die am 21. Juli 1859 in meine Hände 
gelangten, fand sich zunächst ein so sorgftlltig ausgeführtes Manuscript, dass es 
ohne die geringste Aenderung dem Druck übergeben werden konnte; nur ist 
es sehr zu beklagen, dass auch in diesem Brachstücfc die Einleitung, welche 
der Erörterung einiger allgemeiner Eigenschaften der hydrodynamischen Gnind- 
gleichungen gewidmet war, unvollendet geblieben ist. Ausser diesem Manuscript, 
welches in der folgenden Anordnung bis gegen den Schluss des § 3 reicht, fand 
sich eine grosse Menge einzelner Papiere, mit flüchtig hingeworfenen Formein 
ohne Text, deren Bedeutung aber leicht zu erkennen war. Zum grössten Theil 
waren es Wiederholungen des schon Dargestellten, und nm* selten ergab sich 
aus ihnen ein Anhaltspunkt für die weitere Ausführung. Indessen fiel es mit 

G. Lejeuue Dirichlefs Werke. 11. 34 
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Hülfe dieser Papiere nicht schwer, die sieben Integralgleichungen erster Ordnung 
aufzufinden, welche in der vorläufigen Anzeige der Abhandlung erwähnt sind; 
sie finden sich in § 5 der folgenden Darstellung. Ausserdem wiesen zahlreiche 
Stellen auf den in § 8 behandelten Fall hin, wenn auch nirgends sich eine 
Discussion vorfand; ich habe ihn (in § 6) mit dem anderen in § 7 untersuchten 
zu verbinden gesucht, der seiner Einfachheit halber auch in der schon erwähnten 
vorläufigen Anzeige mitgetheilt ist. Femer gaben, wie aus den sämmtlich von 
mir hinzugefügten Anmerkungen zu sehen ist, manche Stellen des erwähnten 
Manuscnptes Veranlassung zur Ausföhrung mehr mühsamer als schwieriger 
Rechnungen, die, weil sie für künftige Arbeiten wohl nützlich sein können, ihren 
Eesultaten nach in die Abhandlung aufgenommen sind und so den § 4 bilden. 
Nachdem ich sie einmal abgeleitet hatte, dienten sie mir bei einigen weiteren 
Untersuchungen, deren Ergebnisse, so weit sie bis jetzt gelungen sind, ich in 
dem Schlussparagraphen mittheilen zu dürfen glaubte. Ich verhehle mir nicht, 
dass trotz aller auf die Ai'beit gewendeten Sorgfalt und Liebe, Manches voll- 
ständiger und besser hätte ausgeführt werden können; allein ich wollte die 
Herausgabe nicht noch länger verzögern, um so weniger, da ich vertrauen 
darf, dass man dieses letzte Werk des grossen Denkere, dem es nicht vergönnt 
war selbst die Meisterhand an die Darstellung zu legen, auch in der unvoll- 
kommenen Form würdigen wird. 

Zürich, 10. November 1859. 

R. Dedekind. 
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Bei der Begründung der allgemeinen Grleichungen, durch welche die Be- 
wegung flüssiger Körper bestimmt wird , kann man von zwei verschiedenen 
Gesichtspunkten ausgehen. Nach der einen Auffassung des Gegenstandes stellt 
man sich die Aufgabe, für eine beliebige Stelle (x, y, z) und eine beliebige 
Zeit t den Zustand der bewegten Masse, d. h. die Dichtigkeit, den Drucli und 
die drei Componenten der Geschwindigkeit auszumitteln und diese fünf Grössen 
als Functionen der vier Veränderlichen x, y, z, t zu bestimmen. Dem eben 
erwähnten Gesichtspunkt entsprechen die Grundgleichungen der Hydrodynamik, 
welche man in allen Lehrbüchern findet, und welche Euleh zuerst aufgestellt 
hat'). Diese EuLER'schen Gleichungen liegen auch einer grossen Abhandlung 
zu Grunde, welche Lagbange mehr als zwanzig Jahre später in derselben 
akademischen Sammlung**) veröffentlicht hat, und aus welcher er später mit 
einigen Zusätzen den Ahschnitt seiner Mecanique analytique gebildet hat, wel- 
cher der Hydrodynamik gewidmet ist. Der wichtigste dieser Zusätze beginnt 
den erwähnten Abschnitt und betrifft eine von der EuLER'schen wesentlich 
verschiedene Behandlung des Gegenstandes; Lagkange geht nämlich darauf 
aus, die Bewegung jedes Elementes der Flüssigkeit zu verfolgen, d. h. die 
Coordinaten x, y, z, den Druck und die Dichtigkeit dieses Elementes durch 
seine anfänglichen Coordinaten a, b, c und die seit dem Anfang der Bewegung 
verflossene Zeit t zu bestimmen'). Merkwürdiger Weise macht jedoch Lagrange 
von den diesem Gesichtspunkt entsprechenden Gleichungen gar keinen Ge- 



*) Principea generaux du mouvement des fluides (Histoire de FAcad. de Berlin, Änneo 1.755). 

1 moire sur la Theorie du mouvement des fluides (Nouveaux Memoires de l'Acad. de Berlin: 
Ann e 78 
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brauch; nachdem er nämlich bemerkt hat, dass sie etwas complicirt seien, formt 
er seine Gleichungen in die EuLER'schen um, und fügt dann hinzu, dass die 
letzteren wegen ihrer grösseren Einfachheit zur Lösung besonderer Aufgaben 
vorzugsweise geeignet seien. Ich muss jedoch gestehen, dass mir der Vorzug, 
welchen Lagrange den EuLER'schen Grleichungen vor den seinigen einräumt, 
durchaus nicht begründet scheint, indem jene eine Eigeiithümhchkeit darbieten, 
von welcher die letzteren frei sind, und durch welche die einfachere Form 
mehr als aufgewogen wird. 

Die Eigenthümlichkeit, von welcher ich rede, und die Lagrange völlig 
Übersehen zu haben scheint, besteht darin, dass die Coordinaten Xy y, z nicht 
unabhängige Variable im eigentlichen Sinne des Wortes sind, da die Ausdehnung, 
in welcher sie gelten, die des Raumes ist, welchen die bewegte Masse jeden 
Augenblick einnimmt, und folghch durch die ganze vorangegangene Bewegung 
bestimmt wird. Es ist aus diesem Umstände leicht ersichtlich, in welche 
Schwierigkeiten die Anwendung der EüLEß'schen Gleichungen auf besondere 
Probleme verwickeln muss, da wir jetzt wissen, was freilich zur Zeit des Er- 
scheinens der Mecanique analytique noch nicht erkannt war, ein wie wesent- 
hches Element für die Bestimmung von Functionen mehrerer Veränderlichen, 
welche durch partielle Düferentialgleichungen und andere der besonderen Frage 
angehörige Bedingungen definirt werden, der Umfang bildet, welcher diesen 
Veränderlichen zukommt. Der Vorzug der EuLER'schen Form scheint auf den 
Fall beschränkt, wo die flüssige Masse im Laufe der Bewegung dieselbe äussere 
Gestalt behält, auf welchen Fall übrigens auch der leicht zurückgeführt wird, 
wo sich ein fester Körper in einer unendlichen Flüssigkeit bewegt, 

Dass die erwähnte Eigenthümlichkeit der von Eüler gegebenen Glei- 
chungen Lagkange entgangen ist, hat einige Unrichtigkeiten zur Folge gehabt, 
von welchen ich die wesentlichste hier erwähnen zu müssen glaube, da sie. in 
alle Lehrbücher übergegangen ist, und wissenschaftliche IiTthümer um so schwerer 
verschwinden, je grösser die Autorität ist, unter deren Schutz sie stehen. 
Schon EuLEß hatte in der oben citirten Abhandlung bemerkt, dass seine Grund- 
gleichungen sieh sehr vereinfachen und auf eine zurückkommen, wenn für die 
ganze Dauer der Bewegung sowohl die drei Componenten der Geschwindigkeit 
als die der beschleunigenden Kraft die nach den drei Coordinaten genommenen 
partiellen Differentialquotienten derselben Function dieser Coordinaten sind, und 
diese Bemerkung ist von Lagrange durch den wichtigen Zusatz vervollständigt 
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worden, dass die eben ausgesprochene Voraussetzung immer für die Componenten 
der Geschwindigkeit von selbst stattfindet, wenn sie nur für den Anfang der 
Bewegung gilt und überdies die Componenten der Kraft zu jeder Zeit dieselbe 
Bedingung erfüllen*). 

§ i. 

Die Grundgleichungen der Hydrodynamik in der Form, welche Lageange 
denselben gegeben hat, sind die folgenden, wenn wir uns auf den Fall der 
Homogeneität beschränken und die Dichtigkeit der Einheit gleich setzen: 
' d^x '\ dw 



. dt^ 



dl' 


-^4-(|J-^1h-* 


df 


-■-ll-d^Hl-l 


d'n 
dt' 


') de ^\df ^) de + de 




v+ '>^ % ''' — ^ 
''~ da db de 



-■ % 



(1) 



In diesen Gleichungen sind a, h, c die anfänglichen Coordinaten eines 
behebigen Elementes, so dass also der unveränderliche Umfang dieses Systeraes 
von diei Vinablen duich die LJi-,pningliche Ge'^talt der Flüssigkeit bestimmt 
■wild, L, y, 3 bezeichnen füi die Zeit t die Coordinaten desselben Elementes, 



*) Hier bricht leider das Manisoript \cllstäiidig ab imd es wai niigends eine Andeutimg über 
die weitere Austuhr mg iü finden doi-h Ht wohl Iiaum zu zweifeln dass die beabsichtigte Beiichtigung' in 
Folgendem besiehen sollte Wi-nu mm diejenige Funetinn, deren partielle Deuviite dip Componenten dei 
wirkenden Kraft hefern, durch partielle Differentiationen aus den drei ersten dei lon L\grance gegebenen 
Grund gl eichungcn eliminirt so eihalt min diei Resultate, welche eine unmittelbaie Integration in Bezug 
auf die Zeit gestatten 1 ezeithnet man mit "l S 6 die drei Integritionseonstanten, welche also nur noch 
von a b, c alhingen können so ergeben sich mit Hülfe der vierten Laghanob «chen Glei hung, wel he die 
Incompre^Bibilitit der Flnssigkeit ausdruckt, leicht die drei folgenden Gleichimgen 

d dy da Ib de dx d. da db di. dg dj da ib dr 

m welchen u, i v die nich den Axen der a y, ! genommenen < omponenten dei Geschwindigkeit bedeuten 
Ans diesen Gleichungen folgt dass, wenn fnr ein bestimmtes Element (o, 6 c) der flüssigen Masse die 
Werthe der Jrei ?ur linken stehenden Diffeienzen anfänglich \er3chw1nden, dasselbe während der ganzen 
Dauer der Bewegung fnr das nimln.he Massenelemeot {0 b i) gelten wird Ist daher urspringlich in einem 
von flussiger Masse eifullten Räume — denn nur in einem solchen kommt den Zeiihen u 1 u eine wirk 
hche Pudeutui g zn — dei Insdnuk udx+vdi/-i-iüd^ ein vollständiges Differential, so wird dasselbe auch 
zu leder spateren Zeit für denjenigen Raum gelten welcher tugenblicklich die nämlichen Elemente der 
flüssigen Masse enthalt Es hattet daher diete Figenthumlichkeit dei Bewegung nicht sowohl wie Lagrabbe 
zu bewoi=en glaubte, an dem absoluten Räume als vielmehr an dei Masse - — Die weitere Untersuchung 
der Bedeutung dei Irei Integral |,len,h«iLäen gthort nuht h erber 



y Google 



270 
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p den Druck, welchen dasselbe erleidet, und X, Y, Z endlich sind die Com- 
ponenten der auf das Element wirkenden beschleunigenden Kraft. Was die 
letzte Gleichung betrifft, welche die Incompressibilität der Flüssigkeit ausdrückt, 
so hat das Summenzeichen in dereelben nach der Üblichen Bezeichnung die 
Bedeutung einer Determinante. Wir werden einen Fall behandeln, in welchem 
die beschleunigende Kraft von der Anziehung der gesammten Masse herrührt 
und die Elementaranziehung dem Quadrat der Entfernung umgekehrt proportional 
ist. Bezeichnet daher V zur Zeit t das Potential der Flüssigkeit für den inneren 
Punkt (x, y, z), so dass also V eine Function von x, y, z und t ist, und be- 
zeichnet ferner e die Constante, welche die Anziehung zwischen zwei . 
einheiten in der Einheit der Entfernung ausdrückt, so ist 



dV 



_ dV 
' dy ' 



dV 



Durch Substitution dieser Ausdrücke nehmen die drei ersten Gleichungen fol- 



(2) 



da "^ df 


dy d'i 

da "^ de 


da ' 


dV 


dx d^y 
dJt "^ dt' 


dy d'i 
di ^ *■ 


dz 
di 


dV 
' di 


dx d'ii 
do ^ df 


dy d'z 
do '^ df 


dz 
do 


dV 
' de 



de 



■- 0. 



Unsere Untersuchung ist auf die Voraussetzung beschränkt, dass die zu be- 
stimmenden Functionen x, y, z der vier unabhängigen Variablen a, b, c, t die 
drei ersten derselben nur linear enthalten, und wir bemerken sogleich, dass 
wir überall in der Folge unter einem linearen Ausdruck einen solchen ver- 
stehen werden, der kein von den Variablen unabhängiges Glied enthält. Wir 
haben also: 



(3) 



( X = la ■ 
\y=l'a- 



\ z = l"a + m"b+n"c, 

wo die Coefficienten /, m etc. nur von der Zeit t abhängig sind i 
der Incompressibilität folgende Gleichung befriedigen müssen 
d = S±lm'n" = 1. 



. Folge 
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Für t=^0 fallen x, y, z mit a, 6, c zusammen, so dass also l = m'=n"=l, 
während die sechs übrigen dieser Grössen verschwinden. Differentiirt man obige 
Gleichungen nach t, so erhält man für die Componenten m, v, w der Ge- 
schwindigkeit 



dt 



Die an&nalichen Werthe der Grössen 



(4) 



dn 
dt 
dn' 



sind nicht ganz willkürlich, sondern es findet zwischen denselben 
dingungsgleichung 



(a- 



\ dt ) 



bildet und dann / = setzt. 



statt, welche man erhält, wenn man - 

"Wir wollen nun zeigen, dass unsere Ausdrücke, in denen neun unbekannte 
Functionen der Zeit / vorkommen, die Bewegung einer flössigen Masse dar- 
stellen, deren Elemente sich nach dem Gesetze der Natur anziehen, wenn die 
Masse ursprünglich die Gestalt eines Ehipsoides hat, die anfängliche Bewegung 
den Gleichungen (3"), welche acht willkürliehe Constanten enthalten, gemäss 
ist und endlich an der Oberfläche ein constanter oder nur von der Zeit ab- 
hängiger Druck stattfindet. I^ässt man den Anfangspunkt der Coordinaten 
mit dem Mittelpunkt, die Axen der x, y, z oder a, h, c mit den Hauptaxen 
des Ellipsoides zusammenfallen, so hat die Gleichung der anfänglichen Ober- 
fläche die Form 



(5) 



6" 



Ehe wir weiter gehen, ist zu bemerken, dass unsere Ausdrücke (3) und (4) 
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die bei der Begründung der Gleichungen (1) vorausgesetzte Continuitäts- 
bedingung erfüllen, welche wesentlich darin besteht, dass die Punkte, welche 
anfänglich eine geschlossene Fläche bilden, auch zu jeder späteren Zeit eine 
solche bilden, und dass jeder urspmnglich innerhalb oder ausserhalb dieser 
Fläche liegende Punkt eine ähnliche Lage in Bezug auf die neue Fläche ein- 
nimmt. Es ist dies eine Folge daraus, dass zu jedem System bestimmter und 
endlicher "Werthe fl, 6, c ein eben solches System von Werthen x, y, z und 
wegen ö = 1 auch umgekehi't gehört. 

Löst man die Gleichungen (3) nach «, A, c auf, so erhält man 

Ia = Xx-\-X'y-i~?."z, 
b = (,a;-\-ii'y^fi"z, 

wo A, X etc. wegen Ö ^ 1 Ausdrücke ohne Nenner und die sogenannten aus 
den neun Grössen /, m etc. gebildeten partiellen Determinanten sind, so dass also 
z. B. X = m'n" — m"n'. Setzt man die Werthe a, b, c in obige Gleichung ein, 
so erhält man zur Bestimmung der Oberfläche zur Zeit t 

SO dass also bei einer durch die Gleichungen (3) bestimmten Bewegung die 
anfänglich ellipsoidisch vorausgesetzte Oberfläche auch zu jeder späteren Zeit die 
Gestalt eines mit dem ursprünglichen concentrischen Ellipsoides hat. Man kann 
noch hinzufügen, dass Punkte, welche anfanglich ein mit der Oberfläche con- 
centrisches, ähnliches und ähnlich liegendes Ellipsoid bilden, zu jeder andei-en 
Zeit in ähnlicher Beziehung zu der jedesmaligen Oberfläche stehen werden. Es 
soll nun gezeigt werden, dass die Ausdrücke (3) den Gleichungen (2J genügen, 
wenn die darin enthaltenen Functionen der Zeit, /, m etc. gehörig gewählt 
werden. Hierzu ist zunächst erforderlich, dass d^ Potential Y der von dem 
Ellipsoid (7) begrenzten Masse für einen inneren Punkt (x, y, z\ bestimmt und 
dann durch «, b, c ausgedrückt werde. Nach einem bekannten Satze ist das 
Potential eines auf seine Hauptaxen bezogenen Ellipsoides für einen inneren 
Punkt ein viergliedriger Ausdruck, der ausser einem constanten Theile drei den 
Quadraten der Coordinaten proportionale Glieder enthält. Um das Potential 
für unser Ellipsoid (7), welches nicht auf seine Hauptaxen bezogen ist, zu er- 
halten, müsste man also durch Auflösung einer cubischen Gleichung zu diesen 
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Übergehen und dann das für das neue Coordinatensystem geltende Potential 
darch x, y, z ausdrücken. Bei der eben angedeuteten etwas umständlichen 
Rechnung stellt sich heraus, dass das Resultat nur symmetiische Verbindungen 
der Wurzeln der cubischen Gleichung enthält und also ohne Lösung dieser Glei- 
chung aufgestellt werden kann. Man gelangt zu demselben Ergebnlss auf weit 
kürzerem Wege, wenn man sich zur Auffindung des Potentials der Methode des 
discontmuirlichen Factors bedient, welche unmittelbar auf ein Ellipsoid ange- 
wandt werden kann, welches auf beliebige Axen bezogen ist*). Da jedoch der 
sehr complicirte Ausdruck, welchen man durch die eine oder die andere der 
angegebenen Verfahrungsarten erhält, zu unserem Zwecke entbehrlich ist, so 
wollen wir uns bei der Ableitung desselben nicht aufhalten**). Es genügt für 
uns zu bemerken, dass das durch x, y, z ausgedrückte Potential offenbar ausser 
einem constanten, den Werth desselben im Mittelpunkt darstellenden Bestand- 
theil eine vollständige homogene Function des zweiten Grades von x, y, z ent- 
hält. Dieselbe Form wird das Potential in Bezug auf o, J, c darbieten, wenn 
man für x, y, z die Ausdrücke (3) einsetzt. ' Es ist also 

wo L, M, . . ., N' sehr zusammengesetzte, elliptische Integrale enthaltende Func- 
tionen von l, m, .... n" bezeichnen. Da hiernach -j— , —rr, -j— die Variablen 
' da ab de 

a, b, c nur linear enthalten, und dasselbe von den drei ei-sten Gliedern in jeder 
der Gleichungen (2) gilt, so werden diese Gleichungen unabhängig von a, h, c 
nur bestehen können, wenn der Druck ausser einem von «, h, c unabhängigen 
Beitandtheil nui Gliedei zweiter Ordnung enthält Da wii nun andererieit-« vor- 
tiussetzen, das'- dieser Diuck an dei ganzen Obeiflache zu deiselbeu Zeit den- 

*) Uobei eme neue Methode zu Bett mmung leltachei Integ ile (ilhanUungen der Äkaiemie der 
^^ isBensLbittea zu Beil n I83-t)'J — Unter den innterlassenen Papieren fand «ich lie folgende \eieinielte 
Bemerkung Als einmal znisctien Jacobi und ran die Rede von der Attraotion dei Ellipsoide war mit 
welchem ProUem der giosse Mathomdtiltei Eith t ibi.r sehr ngelegeiitlich las hafligt tialte e natinte er 
eines X mstanles der ihn hehr nberraiLtt hatte des Um stände 3 nämlich, dass iie Bestimm mg iei auf einen 
süsseren Punkt ausgeübten Anziehung a ich dann ni die Losung einer einzigen cubischen Gle ehung ei 
fotdere nenn da? Fliipsoid n oht anf seine Haiptaseu bezogen sei und legte rar die Ftage vor wie Moh 
die Methode des discontinuiil eheu Paotcrs in dieser Beziehung feibalte kb konnte sogleich antworten 
da?s s ch bei Anwendung der eben erwähnten Metho le d etolbe Erscheini ng ze ge ind Ja obi s Bemerkung 
zugleich dmch die Angabe t ervollständigen dass siüi f ir einen inueren Pmkt gai keine cub si.be Gleichung 
e nstelle ' — - \eigl lie erste Anmerkung zu § 4 

**) Es eiechien zweckmassig die hier und im Folgen iei angedeutete durcl lus i Kbt chn enge Rech 
nung wirkli h ausiutuhren die Resultate findet man weiter unten im ^ 4 

>) S. 393_41D des I. Bandes dieser Ausgalie von G. Lejsune Ditlchlet's Werken. F. 

G. Lejeune Diricblefs Werke. II. 35 
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selben bloss von dieser abhängigen Werth P hat, so muss p offenbar die Form 

haben, wo ff eine nur mit t veränderliche Grösse bezeichnet. Setzt man alle 
im Vorhergehenden erhaltenen Ausdrücke in die Gleichungen (2) ein, so zerfällt 
jede derselben in drei neue Gleichungen, indem die mit a, h, c multiplicirten 
Glieder besonders verschwinden müssen. Man hat also zur Bestimmung der 



10 Functionen der Zeit, l, m, 
gleicher Anzahl sind 



w 



d-m 

" dl' 

d'l 



dt' 



. n", ff die folffenden Gleichungen, welche i 



2a 



„ dH" 
df 

„ d^n" 
dt^ 

,, d^m" 

dt'' 

„ d'l" 



-•2N'£, 



2±lm'n" = 1. 

Es ist leicht, die Unbekannte ff zu eliminiren, indem man aus den drei ersten 
dieser Gleichungen eine Doppelgieichung bildet; der grösseren Symmetrie halber 
wollen wir jedoch die Gleichungen in unveränderter Form beibehalten. 

§ 2. 

Obgleich das eben aufgestellte System allen Bedingungen der Aufgabe 
genügt und ebensoviel Gleichungen als Unbekannte enthält, so reicht, streng 
genommen, dieser doppelte Umstand nicht aus, um die Möglichkeit der oben 
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angedeuteten Bewegung zu zeigen. Es ist vielmehr noch nachzuweisen, dasB 
unsere G-leichungen ausreichen, um aus den anfanglichen Werthen der Grössen 

/, m, .... n" und ihrer Derivirten -;-, .... — 7—, für welche anfäneliehen 
dt ' ' dt ' ° 

Werthe die obigen Bedingungen gelten, die Werthe der Grössen l, m, . . ., n" 
für eine beliebige Zeit t ableiten zu können. Es kommt dieser Nachweis offenbar 
darauf hinaus, zu zeigen, dass, wenn für eine beliebige Zeit die Werthe von 
/, m, . . ., n" und ihren ersten Derivirten als endlich und völlig bekannt voraus- 
gesetzt werden, aus unseren Gleichungen die Werthe der zweiten Derivirten 

-TTT, - j - a , ■ . ■, , a für dieselbe Zeit abgeleitet werden können. Es wird ge- 
nügen, die hier erforderliehe Rechnung, welche durchaus keine Schwierigkeit dar- 
bietet, mit wenigen Worten anzudeuten. Löst man die drei der Gleichungen (ä), 

welche -5-5-1 — r^i - -, , enthalten, nach diesen Grössen auf und verfährt 
dt' dt dt 

ebenso in Bezug auf die sechs übrigen, so erhält man für jede der neun 

zweiten Derivirten einen Aasdruck der Form ea-hf, wo e und / wegen ö — 1 

ohne Nenner sind und völlig bestimmte endliche Werthe haben, so dass alles 

darauf hinauskommt sich zu überzeugen, dass einen bestimmten endlichen 

Werth hat. Dieser Werth aber ergiebt sich aus einer Gleichung der Form 

e'a-i-f = 0. welche man erhält, wenn man die eben erwähnten Ausdrücke in 

die Gleichung —^^0 setzt, und in welcher von e' und f dasselbe gilt, was 

vorhin in Bezug auf e und f bemerkt wurde, und e' als eine Summe von 
Quadraten, die nicht gleichzeitig verschwinden können, von Null verschieden 
sein wird'). 

Es ist übrigens hinsichtlich der Bewegung, welche durch unsere Glei- 
chungen definirt wird, eine wesentliche Bemerkung zu machen, welche den 
jeden Augenblick an der Oberfläche ausgeübten Druck betrifft. Dieser Druck 
muss in gewissen Fällen eine bestimmte Grenze übersteigen, wenn die Be- 
wegung physisch möglich sein soll, es sei denn, dass man unter einer in- 
compressiblen Flüssigkeit eine solche verstehen wollte, die, wie sie jeder "Zu- 
sammendrückung, so auch jeder sie zur Trennung sollicitirenden Kraft wider- 
steht. Nimmt man diese letztere Fähigkeit, wie gewöhnlich, nicht in die De- 
finition auf, so ist es für die Darstellbarkeit der Bewegung durch die hydro- 



*) Das ausgeführte Resnltat dieser Rechnung findet n 
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dynamischen G-leichungen erforderlich, dass der Druck in der bewegten Masse 
nie negativ werde. Da nun in unserem Falle 

und der eingeklammerte Ausdruck innerhalb der Masse alle Werthe zwischen 
und 1 annimmt, so besteht für den Fall, wo die Grösse g, die im All- 
gemeinen nur durch die Integration unserer Differentialgleichungen bestimmt 
werden kann, zu irgend einer Zeit einen negativen Werth erhält, die Be- 
dingung, dass P nicht unter dem absoluten Werthe von. a liege. Nur wenn 
o nie negativ wird, bleibt P unbeschränkt und kann die durch unsere Glei- 
chungen definirte Bewegung im leeren Räume und ohne äusseren Druck 
stattfinden. 

Nur der anfangliche d. h. ( == entsprechende Werth von o lässt sich 

ohne Integration bestimmen. Setzt man ? — in der Gleichung -3-5- = 0, so 
erhält man 

in dm' dn" dn" dl dl dm' 1 

~ dt ~dt dt 1i " ~df dt I 

'W~'~~dt' '^ d?~ ~ I ^dm^dri/_ _dn_dl'_^ dl!__^ (' 

\_ dt dt "^ dt dt ~^ di rfi J 

Den drei ersten Gliedern der zweiten Seite kann man die Form geben 

\dt )^\ dt J^y dt J \dt^ dt ^ dt J' 
wo das letzte Quadrat nach der schon früher bemerkten Bedingungsgleichung 
verschwindet. Andererseits ergiebt sich, immer unter der Voraussetzung i = 0, 
durch Addition der drei ersten der Gleichungen (a), 

d^l d'm' dV „,. ,, .TS .tT 1 1 1 ^ 

UTid da zu Anfang x, y, s mit a, b, c zusammenfallen, so hat V die Form 

so dass also nach einem bekannten Satze 

i'V d'V d'V „,, „ „, 
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Hiemach wird unsere obige Gleichung 
{ 1 1 1 \ n ,[f^Y fdm'Y { dn" y] dm" dn' dndl" dl' dm 

l^+ ß^+TT^r ^ ^''=+HlwJ -^[-dr) ■^\-^) J+ -^-^-^-dt^^iidr 

Sind nun z. B. diejenigen der anfänglichen Werthe (4), welche sich ausserhalb 
der Diagonale befinden und zu dieser eine symmetrische Lage einnehmen, ein- 
ander gleich, so ist der anföngliche Werth von o positiv, und wir werden 
weiter unten sehen, dass in diesem besonderen Falle dasselbe iülr die ganze 
Dauer der Bewegung stattfindet*). 

§3. 

Um von der im § 1 betrachteten Bewegung eine einfache Anschauung 
zu gewinnen, ist es zweckmässig, die durch lineare Ausdrücke dargestellte 
momentane Bewegung in zwei einfachere zu zerlegen. Wir bemerken jedoch, 
dass diese Zerlegung nur den eben angegebenen Zweck hat und für die voll- 
ständige Behandlung des Problems keinen wesentlichen Nutzen gewährt, da die 
beiden Theilbewegungen sich im Allgemeinen nicht für die ganze Dauer der 
Bewegung getrennt bestimmen lassen, und bemerken ferner, dass einige der in 
diesem Paragraphen gebrauchten Zeichen eine von der denselben in der übrigen 
Abhandlung beigelegten abweichende Bedeutung haben. Substituirt man in den 
obigen Ausdrücken von u, v, w für «, b, c die Werthe (6), so erhalten die 
Componenten die Form 

!u = gx -{-hy -f-fe, 
V = g'x-i-h'y-^-k'z, 
w= g"a:+h"y+k"z, 

wo g, h etc. einfache Verbindungen von den selbst durch /, ra etc. aus- 
gedrückten Grössen X, ^ etc. und den Grössen (4) sind, und man überzeugt 
sich leicht, dass in Folge der oben bemerkten Bedingungsgleichung immer die 
Relation 

g+k' -\-k" = 
stattfindet**). 

Nun lässt sich die augenblickliche Bewegung eines Systems, bei welcher 

*) Den Beneis dieser Behauptung findet man in § 5. 
**) Die Werthe der Coeffidenten g, h, . . , k" sind in §4 angegeben. 



y Google 



278 ÜNTERSUGHÜNQEN ÜBER EIN PROBLEM DER HYDRODYNAMIK. 

wie hier die Componenten u, v, w der Gescliwindigkeit eines beliebigen den 
Coordinaten x, y, z entsprechenden Punktes hneare Functionen dieser Coordinaten 
sind, immer, auch abgesehen von der in unserem Falle stattfindenden Relation 
zwischen den drei Coefficienten g, K, k", in zwei einfachere Bewegungen zer- 
legen. Die eine dieser Theilbewegongen ist von solcher Beschaffenheit, dasa, 
wenn das System auf drei gehörig gewählte neue Axen der |, t], Z bezogen 
wird, die diesen parallelen Componenten f, q, r der Geschwindigkeit die ein- 
fache Gestalt 

(2) j, = ag, 5 = 6,, r = o£ 

annehmen, wogegen die andere Theilbewegung in einer blossen Rotation be- 
steht, bei welcher das System sich wie ein fester Körper um eine durch den 
Anfangspunkt gehende Äxe dreht. Um sich von der Möglichkeit einer solchen 
Zerlegung zu überzeugen, ist zunächst zu untersuchen, wie sich die Componenten 
M„ «1, Wi der durch die Gleichungen (2) ausgedrückten Bewegung darstellen, 
wenn man diese Bewegung auf drei ganz beliebige Axen der x, y, z bezieht. 
Setzt man zu diesem Zwecke unter Anwendung der üblichen Bezeichnung für 
die von den Axen gebildeten Winkel 

tmis% = a, cosa!)j = |5, oos,»^ = /, 

cosj/l = a\ cosyrj = ß', cosyC = /, 

cossl ^ a", cossij = ß", GoszC = y", 
so hat man nach den bekannten Sätzen 

Uj ^ (t p+ß q-iryr, g = aa:+a'y-^a"s, 

«, =a'p-\-ß'q^y'r, ^ = ßa!-\-ß'y-^ß"s, 

w, = o;"p-f-j3"g-i-/V, C= J'ic-|-/V+J'"2- 

Werden die obigen Werthe von p, q, r in den drei ersten Gleichungen und 

dann für ^, fj, C ihre durch die drei letzten gegebenen Werthe substituirt, so 

erhält man 

IM, = Ix -i-n'y-^m's, 
V, =s= n'a!+ my-'rl' s, 
w!i = 'm'x-\- l'y-i-m, 
wo zur Abkürzung gesetzt ist 

l = aa' +hß^ -t-c/', V =^ aa'a" -\-bß'ß" ->rcy'y" , 

m = aa" -+-bß" -\-cy'% m' = aa"a~hbß"ß -hc/'y, 
n ^ aa"' -\-bß"^-\--cy"-, n' ^ aaa' -\-bßß' ->rcyy'. 
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Man sieht also, dass, wenn die durch (2) bestimmte Bewegung auf ein be- 
liebiges Axensystem bezogen wird , in den Ausdrücken für die Gomponenten 
nur sechs verschiedene Coefficienten vorkommen und je zwei derselben, welche 
in Bezug auf die Diagonale symmetrische Stellen einnehmen, gleich sind. Es 
ist nun auch umgekehrt leicht, sich zu überzeugen, dass jede durch lineare Aus- 
drücke von der eben erwähnten Beschaffenheit definirte Bewegung so auf drei 
neue Äxen der §, rj, t bezogen werden kann, da^s die Gomponenten die obige 
einfache Form (2) annehmen. Diese Behauptung rechtfertigt sieh sogleich durch 
den bekannten Satz, nach welchem der Ausdruck 

ii' -+- tny ''-i-?tz''-\-2l'ys-h2'm'&i:'j-2n'afi/ 
durch Einführung anderer Axen auf die Form 

gebracht werden kann, da offenbar die zur Erfüllung dieser Forderung zu 
lösenden Gleichungen mit denjenigen zusammenfallen, auf welche unsere Frage 
zurückkommt. Wir können daher dies bekannte Resultat auf unsere Unter- 
suchung anwenden. Nach diesem Resultate sind a, b, c völlig bestimmt und 
die drei immer reellen Wurzeln einer cubischen Gleichung; von diesen Wurzeln 
ist eine nach Belieben für a, eine zweite lur b, und die dritte endlich für c zu 
nehmen, da eine Vertauschung derselben keinen anderen Erfolg hat, als eine 
entsprechende Aenderung in der Benennung der Axen nach sich zu ziehen. 
Sind die Werthe a, b, c ungleich, so ist auch das System der Axen der §, tj, £ 
seiner Lage nach völlig bestimmt. Etwas anders verhält es sich, wenn zwei 
der Wurzeln oder alle drei einander gleich sind. Im ersteren Falle, wenn 
z. B. a und b gleich, aber von c verschieden sind, ist nur die Axe der C ihrer 
Lage nach bestimmt, wogegen für die beiden anderen irgend zwei auf einander 
und auf jener senkrechte Gerade genommen werden können. In diesem Falle 
wird die schon so leicht zu übersehende durch die Gleichungen (2) definirte 
Bewegung noch anschaulicher , wenn man die beiden ersten Gomponenten zu 
einer Geschwindigkeit vereinigt, die der Richtung nach mit dem auf die dritte 
Axe herabgelassenen Perpendikel h zusammenfällt und den Werth ah hat. 
Sind endlich die drei Wurzeln a, b, c alle einander gleich, so bleibt das System 
der drei rechtwinkligen Axen seiner Lage nach ganz willkürlich, die Ge- 
schwindigkeit fällt überall ihrer Richtung nach mit der Entfernung p vom 
Nullpunkte zusammen und hat den Werth ap. 
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"Was nun zweitens eine Bewegung betrifft, in welcher das System ohne 
Aenderung in der relativen Lage seiner TheiJe um eine durch den Anfangspunkt 
gehende Axe rotirt, so sind für eine solche Bewegimg die Componenten »2, Ug, w^ 
der Geschwindigkeit von der Form 

(4) Mj = q'z—'T'y, «3 = r'x — p'z, w^ =^ v'y~~'i'^j 

und umgekehrt ist jede durch diese Ausdrücke bestimmte Bewegung eine Rotation 
der bezeichneten Art. 

Hiernach wird also die Richtigkeit der oben ausgesprochenen Behauptung 
über die Zerlegbarkeit einer durch die Gleichungen (1) dargestellten Bewegung 
dargethan sein, wenn die neun in den Gleichungen (3) und (4) enthaltenen 
Coefliclenten so gewählt werden können, dass 

wird; dass dies aber stets und zwar nur auf eine einzige Weise möglich ist, 
erhellt unmittelbar aus der Form dieser Forderungen, und es bleibt nur noch 
zu bemerken, dass in Folge der Relation 

g+h'-\-k" = 
der Charakter der ersten der beiden Theilbewegungen in unserem Falle die Be- 
schränkung erleidet, welche durch die Gleichung 

a-<t-b+c = 
ausgedrückt wird und ihren Grund in der Incompressibilität der Flüssigkeit findet. 

§4. 

Bevor wir weitergehen, wird es zweckmässig sein, die Resultate einiger 
oben nur angedeuteten Rechnungen hier anzugeben. Dazu gehört vor allem 
der Ausdruck des Potentials Feines nicht auf seine Hauptaxen bezogenen durch 
die Ungleichheit 

6V-|-Äy+S'V-t-22^3H-2 2"s.i:+2T"a^y<l 
begrenzten Ellipsoids für irgend einen inneren Punkt (x, y, z). Bezeichnet man 
die auf der linken Seite dieser Ungleichheit befindliche ternäre quadratische 
Form mit F, die ihr adjungirte 
(.S'S"^T'')ie^+(ß"S—T")y''-\-(iSS'—T"')z'-h2{rT"~TS)yz 

-h2(T"T—T'S')za,+2(TT'-'T"S")xy 
mit F', ferner die positive Quadratwurzel aus der Determinante 
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der neun Grössen 

Ss+i, T"s, T's, 

T"s, S's-hl, Ts, 

T's, Ts, S"3 + l 

mit z/, so findet man nach jeder der beiden in § 1 angegebenen Methoden*) 

In unserem Falle hängen die Coefficienten der beiden Formen F und F' 
auf folgende Weise von den Functionen /, m, . . ., n" und den entsprechenden 
^, jU, .... v" ab: 



•^ = T + V + 17 


■ ^=^-+Tr+-cr; 


«' = 4^ + -^ + ^ 




„„ >■'" . f"" , V" 


' ^ ^ A' ^ B' + C 


und 








a,« ™„ A'r'+B'm"+C'n" 


T r TS- ^.^.g. 


Qo, ^,„ A'1'"+BV'+CV 


™, ^„c.. ^■H' + B'mm' + CW 


» -f jl.ß.p. 


J-' JA ^.^-c. 


und endlich ist 


1 



der Werth der Determinante der neun Grössen 
S, T", 2", 
T'\ S', T, 
T, T, S". 
Um nun die Werthe der in den neun Differentialgleichungen (a) vor- 
kommenden Grössen L, M, . , ., N' zu bestimmen, hat man in dem eben für V 
aufgestellten Ausdruck die Goordinaten x, y, z durch ihre Ausdrücke als Functionen 

•) Die in der ersten Anmerkung zu § 1 erwähnte cubische Gleichung iu Bezug auf s erhält man, 
■wenn man den eingeklaaiiHerten Ausdruck unter dem Integrakeiehen ^ setzt. 

G. Lejeune Diriehlet's Werke. II 36 
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von «, b, c ZU ersetzen; das Resultat dieser Rechnung ist dadurch be- 
merkenswerth, dass das Potential V die Functionen der Zeit /, m, . . ., n" nur 
in den sechs Verbindungen') 

P= l'-h l'^-\-l"^; P' = mn+m'n'-i'm"n"; 

R ^ n" -{-n'^ H-n'"; R' = hn -j-l'm' -+-l"m" 
enthält, zwischen welchen ausserdem noch die Determinantengleichung 

PQR—PP"^QQ"—RR"+2P'Q'R' = 1 
besteht. Die gesuchten Werthe sind nämlich die folgenden: 



„ r ds (RP~Q- PQ^R- \ „ r .i, Pn r 


t'dt, 


^ A'j A- ' [ B- ' C ) A-) A' ' A-B-C'l 


A' ' 


^ vi A'-^y C +' A---)b'} J' + A'B'C-j 


s'ds 


, rd, m~p" sp-<3'M n r ,d, R„ r 


j'ifc 


" C\J A' '\ A- ' B' J C'J A' ' A-B'C-} 


J' ' 


(qR'-p'P)„ r .A pv r .•<& 




B'C J A' A'B'C'J J' ' 




CA' 1 J' ' A'B-C'l J" ' 




__ ^P'Q'-R'R)„ r sd. R'„ r ,'d. 
^ - A'B' J A' ' A'B'C'J A' • 




und hierin ist J die positive Quadratwurzel aus der Determinante 




'■■ . ( P , Q , R \.,, (QR-P" , RP-V , PQ- 

A'B'C ' lü'6" ' CA' ' A'B'j- ^ \ A' ' B' ' O 


^), 


der neun Grössen 





*) Der Umstaad, dass hier und im Folgenden der Buchstabe P, welcher schou in § 1 als Zeichen für 
den auf der Oberfläche stattfindenden Druck gebraucht wurde, eine ganz andere Bedeutung hat, wird kaum 
zu einer Verwechselung führen können. 
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Mit Hülfe dieser Formeln lässt sich nun auch die in § 2 angedeutete 
Rechnung ausführen, welche den Zweck hat, die Function a durch die G-rössen 
l, m, ..., n" und deren Derivirte erster Ordnung auszudrücken. Bas Resultat 
dieser etwas mühsamen, aber durchaus nicht schwierigen Operation ist in der 
Gleichung 

( QR—P" , RP—Q" , FQ—R"'\ ,-. ,^dl dl 

\ — Ä' ^ F — ^ c^ } " - ''''-^^lü W 

enthalten, wo das Summenzeichen sich auf alle neun Paare (/, X), (m, /i), . . ., 
(n", y") bezieht. Der Ooefficient, mit welchem hier a behaftet ist, lässt sich 
in die Foi'm 

-^, + ^— + ■ ^, = Ä+S +S 

bringen, woraus unmittelbar hervorgeht, dass er niemals verschwinden kann, da 
die Annahme, dass alle neun Grössen X, fi, . . ., y" sich auf Null reduciren, 
mit der Gleichung 

SztX'i'v" = 1 
im Widerspruch steht. 

Um unser System von Formeln zu vervollständigen , bilden wir auch 
noch die folgenden Ausdrücke für die Coefficienten g, h, . . ., k" in den Ge- 
schwindigkeitscomponenten u, v, w: 





^=T,-' 


= i 


dt 


+ P 


-* + " 


'dt • 


s' 


~ li» " 


*ir 


+ ''^ 


+ V 




du 


= ;/ 


dl 
dt 


-Hm' 


dm 


dn 
dt • 


h' 


- du 


dV 


+ (. 


, dm' 
dt 


+ »' 




' = # = 
ds 


= X'' 


, dl 
dt 


9" 
h" 

t" 


dw 

~ d€,~ 

dw 
* 
da 
dz 


dn 
dt ' 


U 
+ f 

+ c' 


dv 
dz 

^- 


dr^' 

, dn" 

„ dJi" 
" dt 


+(•' 


, dm' 
'dt' 


-hV 


D 


le Bedingung 


der 


Incompressibilität giebt 


dann zunächst die 


(rleichuiig 












de 

dt 


du dv 
dx'^ dy ' 


dw 

■*—& = 


0, 
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und für das letzte Glied in der zur Bestimmung von o dienenden Gleichung 
findet man den Ausdruck 



. ~ dl d^ dv dvj dv d/ta dw du dw du 



, Tf dw\' f dv Y f dtoYl dv d/w dw du du dv 



' dt dt dz dy dy dz dx dz dz dx dy dx dx dy 

dw du d\ 
dx dz dy dx ' 

der uns dazu dienen wird, die am Ende des § 2 ausgesprochene Behauptung zu 
rechtfertigen. 

Ausserdem mag noch bemerkt werden, dass die Rotationen p', q', r' um 
die drei Coordinatenaxen, in welche sich die augenblickliche Rotation zerlegen 
iässt, die Werthe 

, ^ ( dw dv\ : __ i f du dw\ , , ( dv du^ 

''"^l^^T^j' '^ ^''\~dz 'WJ' '' ^^\^~^) 
haben. 

§ 6. 
Wir gehen nun Über zu der Aufstellung von sieben Integralen erster 
Ordnung, welche stets gelten, ohne besondere Voraussetzungen über den an- 
iUngiichen Bewegungszustand zu machen. Drei derselben ergeben sich unmittelbar 
aus den Differentialgleichungen (a), wenn man je zwei derselben, welche rechts 
dasselbe GHed — SX'k, —2M'f, —2N'8 enthalten, von einander abzieht; auf diese 
Weise erhält man 

, dn" "d^" __a( I dn''\ (dm"\ 



(I) 



dt dt dt dt dt dt 

j dm dl j, dm' , dl' ,,, dm" ,, dl" 

"dt ^"di ^di~'"^ dt ~dt "^ dt 



^ f dm \ ( dl' \ 



Will man die Componenten u, v, w der Geschwindigkeit an der Stelle {x, y, z) 
und ihre nach den Coordinaten x, y, z genommenen partiellen Derivivten ein- 
führen, so lassen sich diese Integrale mit Hülfe der im vorhergehenden Para^ 
graphen gegebenen Ausdrücke leicht in die folgende Form bringen*): 

*) Vergl. die Anvnerkung zu der Einleitung. 
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dic dz 

dy dx 
aus welcher unmittelbar hervorgeht, dass die Axe der augenblickliehen Rotation 
stets von denselben Elementen der flüssigen Masse gebildet wird und dass, wenn 
die drei links stehenden Grössen zu irgend einer Zeit gleichzeitig verschwinden, 
d, h. wenn keine Rotation stattfindet, dasselbe für die ganze Dauer der Be- 
wegung gut; die Bedingungen, welchen der Anfangszustand der Bewegung in 
diesem Falle unterliegt, sind in den Gleichungen 

\W), ~ \~d^)^ ' \dr), ~\ dt ),' \dt J,~ \dt /„ 
ausgesprochen, und man erkennt unmittelbar aus dem im vorigen Paragraphen 
mitgetheilten Ausdrucke für die Function o, dass dieselbe während der ganzen 
Bewegung nur positive Werthe annimmt; hiermit ist also die Richtigkeit der 
am Ende des § 2 aufgestellten Behauptung nachgewiesen*). 

Da ferner in unserem Problem die wirkenden Kräfte nur von der wechsel- 
seitigen Anziehung der Elemente der flüssigen Masse herrühren, so liefert uns 
das Princip der Flächen drei Integrale 

/(»^-"^)*=°»°*' /("T-'"^")*=°™'- /(''*-!'"^)*=™='- 
in welchen die Integrationen über alle Elemente dz der flüssigen Masse aus- 
zudehnen sind. Drückt man die Coordinaten x, y, z durch die ursprünglichen 
Coordinaten a, b, c aus, indem man das anföngiiche ElHpsoid in unendlich 
kleine Elemente dr ^ dadbdc zerlegt, und berücksichtigt, dass 

J 5 ' J J D ' 



I bcdT = 0, I cadi ^0, \ at 



ist, wo SOt zur Abkürzung für die Gesammtmasse ^ — - gesetzt ist, so nehmen 

*) Es mag beiläufig bemerkt werdeD, dass die drei Integralgleichungen (1) hinreichen, um aus den neun 
Differential gl eieliungen (a) sechs andere abzuleiten, welche die neua Functionen I, m, . . . n" nur noch in 
den sechs Verbindungen P, Q, ..., R', und ausserdem noch die Grösse u enthalten. 
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diese Integrale die folgende Form an; 
'„dl" T,,är\ j/' ,0 



" dt ) 



A'\l 



,,dt\ 



+£■ 






-+C'»"^-«^r-« 



+C1 



i% 



Setzt man die in dem vorhergehenden Paragraphen mitgetheilten Aus- 
drücke für die Grössen L, M, . . ., N' als bekannt voraus, bo ergeben' sich die 
vorstehenden Integralgleichungen auch aus unseren Differentialgleichungen (a) 
durch eine etwas mühsame Rechnung, bei welcher vorzüglich zu berücksichtigen 



zwischen den Grössen L, M, , 



ist, 

Relationen stattfinden 
A\R'M'- 

äxq-l - 

A\P]<I' - 
von denen nur eine 



iV und P, 



R' folgende 



-Q'N')+B\QL' -^p'M)~hC\P'N—RU) =0, 
■'PM')-^B\P'N'^R'L')-\~CXRM'^Q'N) = 0, 
-R'L) -i-fi\R'M ^QN')-\~C\Q'L'^P'M')= 0, 
verificirt zu werden braucht, weil aus ihr die beiden 

anderen durch einfache Permutation abgeleitet werden können. 

Das siebente Integral wird uns endlich durch das Princip der lebendigen 

Kraft geliefert, welches nach der Natur der in unserem Problem wirkenden 

Kräfte durch die Gleichung 

/K-)'+(l)"+(-5-)"]''-«»-+'M 

ausgedrückt wird, in welcher die Integrationen über alle Elemente dr der be- 
wegten Masse auszudehnen sind; die wirkliche Ausführung derselben, wie sie 
sogleich angedeutet werden soll, giebt dann das Resultat 
dl V f dl' Y 



(III) 



dt , 



dt , 



Hl 

\( in y f dn' V ( dn" V} 



-C" 



nds 



Auf der linken Seite kann man nämlich das frühere Verfahren anwenden, 
indem man den ursprünglich von der Masse erfüllten Raum in unendlich kleine 
Elemente dr = dadbdc zerlegt und die Integrationen in Bezug auf die Va- 
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riablen a, b, c ausführt; man erhält dann unmittelbar nach Unterdrückung des 
Constanten Factors -y— den auf der linken Seite der Gleichung (III) befind- 
lichen Ausdruck. Auf der rechten Seite würde man durch 
zunächst 



jVdT = 2ß (m- 



finden; aus den in § 4 gegebenen Ausdrücken für L, M, N ergiebt sich ferner 
ohne Schwierigkeit 



A f *^* 



woraus dann unmittelbar die Richtigkeit der Integralgleichung (III) erhellt. 
Allein man kann auch ohne Hülfe der Ausdrücke für L, M, N den Werth des 
auf sich selbst bezogenen Potentials der flüssigen Masse leicht auf folgende 
Weise finden. Ist nämlich 



die Gleichung des auf seine Hauptaxen bezogenen Ellipsoides, welches angen- 
blieklich die flüssige Masse begrenzt, so ist der Werth des Potentials im inneren 
Punkte {x', y', z') 

V = „ f'i^fi '- ^ '—], 

1 A\ a' + a f+s y'+sl' 

wo /l die positive Quadratwurzel aus dem Ausdruck 

bedeutet. Zerlegt man nun die ganze Masse in unendlich kleine Elemente 
rfT= dx'dy'dz', und bedenkt, dass 

ist, so findet man zunächst 



{vär = m„f^(i 
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ds 
und hierdurch geht die vorige Gleichung in die folgende über 

und da femer durch theilweise Integration leicht bewiesen wird, das 



/" 



sds d/i 



J ds J J 



ist, 50 erhält man endUch wieder 
und hierin ist nach bekannten Sätzen 



1+4- 











1+r 











1+7.- 



Ss+1 T"^ T's 

T's Ts S"s+1 



B-i 



C 



wenn man sich einer üblichen Bezeichnungsweise der Determinanten bedient. 

Natürlich läset sich die Gleichung (III) aach ohne das Princip der le- 
bendigen Kraft anzuwenden, aus den Differentialgleichungen (a) ableiten; man 
bedarf aber dann der im § 4 gegebenen Ausdrücke für die Grössen L, M, . . ., N', 
und ausserdem ist die Rechnung sehr beschwerlich. 



Bei der gi'ossen Complication der Differentialgleichungen (a) mrd man 
eine vollständige Lösung des Problems wohl nur unter besonders einfachen 
Voraussetzungen über den anfänglichen Zustand der flüssigen Masse erreichen 
können; wir werden uns daher im Folgenden nur noch mit solchen speciellen 
Fällen beschäftigen. Eine solche einfache Voraussetzung ist diejenige, dass im 
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Anfang der Bewegung sowohl hinsichtlich der Gestalt als auch des Bewegungs- 
zustandes voUst-ändige Symmetrie in Bezug auf eine bestimmte Axe stattfindet; 
es leuchtet nämlich ein, dass dann dasselbe für die ganze Dauer der Bewegung 
gelten wird. Dazu ist zunächst erfoi-derlich, dass die Masse ursprünglich durch 
ein Rotationsellipsoid begrenzt wird, dass also die Axe der Symmetrie eine der 
drei Hauptaxen des ursprünglichen Ellipsoids ist; wir wollen annehmen, es sei 
dies die Axe C, so dass £ = A ist. Denkt man sich femev an jedem Punkte 
a, b, c die Anfangsgeschwindigkeit, deren Componenten 



'-{M'-mMM' 



V dl } 



Kt)/h-(^); 



sind, nach Grösse und Richtung construirt, so darf durch eine beliebige Drehung 9) 
des Goordinatensystems um die Axe der c nichts geändert werden, d, h., 
wenn a, b resp. in «cos^p — bsiiKf, asinjp+öcosfjp übergehen, ohne dass c sich 
ändert, so muas w in wcos^ti— ysin^p, v in tfsin^pH-ycosjd übergehen, und w 
ungeändert bleiben, wenn der Bewegungszustand wirklich symmetrisch in Bezug 
auf die Axe der c sein soll. Dies giebt folgende Bedingungen 

(t)-«- (t)-». (§-)=«. (^) .-«. 



\ dt ),~\dl),' \ dt ),^ [ eil j, • 



zu welchen in Folge der Incompressibilität noch 

kommt. Der Änfangszustand der Bewegung wird daher durch Gleichungen von 
der Form 

u = c;a-\--kb, v ^ — ha-\-ffb, w = —20C 
ausgedrückt. Die beiden Theilbewegungen , in welche jede solche Bewegung 
zerlegbar ist, werden daher folgende Componenten haben 

u^ = hb, V, = ^ha, «■, = 0, 
G. Lejeune Dirichlet's Wnrkp. 11. 37 
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woraus sich ergiebt, wie sich erwarten Hess, dass die Theilehen der flüssigen 
Masse ausser einer Rotation um die Axe der Symmetrie eine derselben parallele 
Bewegung — 2^c und eine auf ihr senkrechte gia^-\-b'' besitzen, deren Richtung 
durch die Axe seihst hindurch geht. 

Sind diese Bedingungen für den Anfangszustand erfüllt, so wird dieselbe 
Symmetrie auch flir die ganze Dauer, der Bewegung gelten; alte Theilehen, 
welche ursprünglich eine symmetrische Lage in Bezug auf die Axe der c ein- 
nehmen, d. h. für welche a'-i-b^ und c constant sind, werden zu jeder späteren 
Zeit in derselben Beziehung stehen, so dass wieder x^-\-y^ und z für diese 
Theilehen dieselben Werthe besitzen. Diese Eigenschaften der linearen Func- 
tionen X, y, z der ursprünglichen Ooordinaten a, b, c haben zur Folge, dass stets 
M = 0, w' = 0, l" = 0, m" = 0, 

sein muss, so dass diese linearen Ausdrücke folgende Form annehmen 

ai:=la~i-mb, 7/^ — ma+lb, z^n"c, 

und offenbar sind die Bedingungen, welche hieraus für die anfänglichen Werthe 

der Derivirten —^, -■■,— , .... — r— folgen, identisch mit den soeben aufgestellten. 
dt dt ' ' dt '^ ° 

Die Bedingung der Incompressibilität besteht in der Gleichung 

ie-^m-')n" ^ 1, 

und folglich erhält man durch Umkehrung der vorstehenden Gleichungen 

a ^ ln"x — mn"y, b ^ m,n"a>-i-ln"i/, c = — ~s. 

Die Gleichung des augenblickliehen Ellipsoids ist daher 

und die Componenten der Geschwindigkeit Ilaben die Form 

rn\ 

l dn" 



dl im ^ 1 dn" 


■i'^ 


dm dl , „f, dm 


'§)'- 


dn" 1 dn" 

dt '^ ~ n" dt ^' 





wodurch wieder ausgedrückt wird, dass Gestalt und Bewegungszustand zu jeder 
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Zeit symmeti-isch in Bezug auf die Axe der c oder z ist; besonders bemerken 
wollen wir noch, dass 

••"('^ 

das Maass für die augenblickliche Rotation um die Axe der z ist. 

Wir haben jetzt zu untersuchen, in welcher "Weise unsere Hypothese tiber 
die Natur der Bewegung mit den Pundamentalgleichungen (a) in Uebereinstimmung 
zu bringen ist. Da in unserer Annahme das Potential V für einen inneren Punkt 
durch die Gleichung 

ausgedrückt wird, in welcher 



ist, so erhält man für die Grössen L, M, ..., N' folgende Werthe 

L' == 0, M' = 0, iV' = 0. 
Hieraus folgt, dass vier von den neun Differentialgleichungen («) durch unser-e 
Hypothese identisch erfüllt sind, während die fünf übrigen sieh auf die drei 
folgenden von einander wesentlich verschiedenen reduciren 

dt" d(' A^ dt^ C (fr *?;' 

welche in Verbindung mit der schon vorher aufgestellten Bedingung der In- 
compressibilität zur Bestimmung der vier Functionen /, m, n", a vollständig 
hinreichen, wie aus den in § 2 gegebenen Andeutungen ei'hellt. 

Nachdem so die Zulässigkeit unserer Hypothese nachgewiesen ist, schreiten 
wir zur vollständigen Lösung des entsprechenden Problems, indem wir dasselbe 
auf Quadraturen zurückführen. Die letzte der drei vorstehenden Differential- 
gleichungen hat das Integral (vergl. § 5. I.) 

und hieraus ergiebt sich die Folgerung, dass die Rotationsgeschwindigkeit 

37* 
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(ö = Wi^n" Stets proportional der Länge der Rotationsaxe Cri!' des EUipsoids ist. 
Durch zweimalige Differentiation der Gleichung 



erhält man ferner 



- dl dm 1 dn" 

'dt "' "dT ~ 2«"' dt 



;- 



d''m { älY ( dm, \' 1 d^n" 1 i dn" V 

~df ^\dt) '^VWj 2n"" df '^^^\~dr) ' 

quadrirt man die erste dieser beiden Gleichungen imd addirt dazu das Quadrat 

der vorstehenden Integralgleichung, so erhält man 

_±_\{äiy /'_^yi _ ä 1 ( dn" \^ 

n" [Vd^J '^\dt )i ~ "'»"'" 4n"' \ dt ) ' 

und hierdurch geht die zweite Gleichung in die folgende über 

7 "^^^ _i_ '^^'" _- I "_u ^ f dn" Y 1 d'n" 

iie'^^^~df' ^ "'"»" '^^i^y^r) ~W^"1^' 

Auf diese Weise gelingt es, die beiden Functionen l und m vollständig zu 
eliminiren, und wir erhalten zur Bestimmung der Functionen n", g die beiden 
folgenden Differentialgleichungen 

1 d'n" , 3 (dn"V , „ 2tr „ , „ d'n" 2ff „ ,, 

2n' ' dt in ' \ dt J " ^1^ ' ar g' ' 



in welchen die Grössen X, N nur noch von der Variable n" abhängen. Eliminirt 
man aus diesen beiden Gleichungen -■■■ p— , indem man die erste mit n", die 

zweite mit -s— r.-^- multipiicirt und dann addirt. so erhält man nach Substitution 
2« '^ 

der Ausdrücke für L und N die Gleichung 

welche mit der im § 4 gegebenen übereinstimmt. Eliminirt man dagegen ff 



die erste mit - n- multipiicirt. und dann subtrahirt, so erhält man die Diffe- 



rentialgleichung zweiter Ordnung 

{ A' ,.„\d'n" , A' {dn"y ^, ^ ^ r sds 



"(^'+W's)(CW"4-8} ' 
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multiplicirt man dieselbe mit 2 , so lässt sich eine Integration ausführen, 

deren Resultat 

offenbar nichts anderes ist, als das durch das Princip der lebendigen Kraft ge- 
gebene Integral. 

Um nun diese Gleichungen, durch welche das Problem in der That auf 
Quadraturen zurückgeführt ist'), bequem discutiren zu können, ist es zweckmässig, 
das Verhältniss 

der Rotationsaxe Cn" des Ellipsoids zn dem Eadius D = yA'C der Kugel, 
deren Volumen dem des Ellipsoids gleich ist, als neue Variable einzuführen. 
Femer wollen wir 

^ ~ y2m "" V2W ** ~ «0 "^ 
setzen. Ersetzt man endlich die Integrationsvariable s durch D^s, und führt 
zur Abkürzung folgende Bezeichnung ein 

/«= 






so nehmen die di-ei zuletzt erhaltenen Gleichungen folgende Formen an: 

(^+^)(l)'+«-lt'-«°'} = «-^- 

wo K eine Constante bezeichnet, deren Werth von ^o, «o, 1~^) abhängt. Für 
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die Diecussion selbst ist es nothwendig, einige zum Theil schon bekannte Eigen- 
schaften der Function f(ci) vorauszuschicken. Durch wirkliche Ausrechnung 
des bestimmten Integrals erhält man 






/■(«) = 






1/1- -^ i-Vi- 



-/^ 



je nachdem «< 1 oder «>1 ist; für «^1 nehmen beide Formen denselben 
"Werth /(l) = 2 an; wird a unendlich klein oder unendlich gross, so wird 
f(a) unendlich klein; und aus dem obigen Ausdruck für /'(«) geht hervor, 
dass /(«) ein und nur ein Maximum /(I) = 2 hat. Ist daher f irgend ein 
zwischen und 2 liegender Werth, so hat die Grieiehung f(a) = -p zwei Wurzeln, 
von denen eine unter, die andere über der Einheit liegt. Femer überzeugt 
man sich leicht, dass, wenn a von bis 1 wächst, die Function /'(«) beständig 
von -h oo bis abnimmt und dann für «> 1 negativ wird, so dass, wenn q 
irgend ein positiver Werth ist, die Gleichung /■'(«) = q stets eine und nur eine 
Wurzel hat, und zwar liegt dieselbe unter der Einheit. Endlich ist aus den 
früheren Untersuchungen über die gleichförmige Rotation einer flüssigen Masse 
bekannt, dass die Function a^f'(a) ein Maximum = 0,2246 . . . hat. 

§ V- 
Betrachten wir nun zunächst denjenigen speciellen Fall, in welchem ur- 
sprünglich, und folglich auch während der ganzen Bewegung keine Rotation 
stattfindet, also 

ist. Nehmen wir ausserdem vorläufig noch an*), dass ureprünglich gar keine 
Geschwindigkeit vorhanden, also auch 
( da\ 



*J Das Resultat dei' Unterauchung für diesen Fall ist von Dikichlet in der voriäiifig'en Anzeige der 
Abhandlung- vollständig ausgesprochen '). 

>) B. 218 da IL ßandea dieser Ausgabe von Q. Lejonne Diiiohlert Werken, P. 
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ist, 80 haben wir die Gleichungen 



9" 



<^-^)i?-^(^y-w«, 



4)(^' 



/ dt" 

Aus der letzten derselben folgt, dass während der ganzen Bewegung f{ci)~^f(a^) 
sein muss; ist daher ursprünglich «„ ^ 1 , d. h. ist die ursprüngliche Gestalt 
der ruhenden flüssigen Masse eine Kugel, so folgt, dass stets a ^ «„ ^ 1 bleiben 
muss. Nehmen wir dagegen an, dass «„<!, dass also die ursprünghche Gestalt 
ein abgeplattetes Sphäroid ist, so ergiebt sich, dass während der ganzen Be- 
wegung Ko^a^Ki sein muss, wo a^ die zweite Wurzel der Gleichung 
/*(«) = /'(«ij) bedeutet, von der wir wissen, dass sie über der Einheit liegt. 
In der That wird nun « alle "Werthe des Intervalls von «o bis «,, und wieder 
zurück von a^ bis «o periodisch, und jedesmal nach Verlauf derselben Zeit 

ysen / r ««)-/(«.) 

durchlaufen; man überzeugt sich hiervon sogleich, wenn man bedenkt, dass 

~ nur dann sein Zeichen ändern kann, wenn a = cc« oder = ß, ist, und dass 
dt 

—j^ im ersten Falle einen positiven, im zweiten einen negativen Werth hat, 
und wenn man femer berücksichtigt, dass der voi^tehende Werth von r endlich 
ist, da an den Grenzen des bestimmten Integrals die Function /(«) — /(«o) von 
derselben Ordnung unendlich klein wird, wie «— «o oder a—a^. Die Bewegung 
besteht also aus isochronen Schwingungen, in welchen die Flüssigkeit durch die 
Kugelgestalt hindurchgehend abwechselnd die Form eines verlängerten und 
die eines abgeplatteten EUipsoides annimmt. Natürlich würde die Bewegung 
genau dieselbe sein, wenn das Sphäroid ursprünglich ein verlängertes wäre; es 
würde dann nur «q mit «i zu vertauschen sein. 

Der Charakter der Bewegung bleibt auch dann noch derselbe, wenn das 
Sphäroid seine Bewegung nicht aus der Ruhe beginnt, wenn nur die Anfangs- 
geschwindigkeit in Bezug auf die Anfangsgestalt unterhalb einer gewissen Grenze 
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liegt, welche durch die Bedingung 

bestimmt wird. Ist dagegen diese Bedingung nicht erfüllt, also 

:8e>,/(».), 



J ~1 ( dtcV , 



zeichnet k eioe nicht negative Constante, so wird das Integral 
mit unendlich wachsendem ci, und das Integral 



'} 



2+- 



mit unendlich abnehmendem a über alle Grenzen wachsen. Ist daher (■,,-) 
positiv, so wird -j— stets positiv bleiben und sich unbegrenzt dem Werth 

nähern, während a mit t unbegrenzt wächst; das Ellipsoid wird sich also un- 
begrenzt verlängern. Ist dagegen (— ^) negativ, so wird —j— stets negativ 
bleiben und dem absoluten Werth nach mit « unbegrenzt abnehmen, während 
t über alle Grenzen wächst; das Ellipsoid wird sich daher unbegrenzt 
abplatten. 

In allen diesen Fällen wird aber die Function a niemals negative Werthe 
annehmen, so dass diese Bewegungen ohne Annahme eines äusseren Druckes 
physisch möglich sind. 

§ 8. 
Wir wollen jetzt zu dem Falle übergehen, in welchem p^ von Null vei'- 
schieden ist, also während der ganzen Bewegung Rotation stattfindet. Zufolge 
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der am Ende des § 6 angeführten Eigenschaften der Function /(k) und ihrer 
Derivirten /'(«) giebt es stets einen und nur einen Werth t)', welcher der 
Gleichung 

f(d) = -^- 
ß„ 

genügt, und zwar ist O^C^^Cl- Betrachten wir nun die Function 

SO ergiebt sich leicht, dass v(0) = und dass i^(ß), wenn « von bis ä 
wächst, beständig abnimmt, also negativ wird und für a ^ d' den kleinsten 
Werth ipiß) erreicht, der also ebenfalls negativ ist; wächst dann a weiter, so 
wächst auch ^){a) und zwar mit cc über alle Grenzen. Die Gleichungen der 
Bewegung nehmen nun die folgenden Formen an 

(\ da_Y 
[n dt J ' 



= 2m(l-/'W«^)-H| 



in denen zur Abkürzung 

^ = /-(*)-««) = . ■«;{2+-^)(.^~): = 8„* 

gesetzt ist. Hieraus geht zunächst hervor, dass für die ganze Dauer der Be- 
wegung 

und folglich cc stets unterhalb einer angebbaren endlichen Grenze liegen muss; 

das Vorhandensein auch der geringsten anfänglichen Rotationsbewegung ver- 
hindert also eine unbegrenzte Verlängerung des Sphäroids, 

Da ferner ip(d) der algebraisch kleinste "Werth der Function ip(a') ist, 
so haben wir je nach dem Werth der Constante ip(a^-^k nur drei Fälle zu 
unterscheiden. 

1) V(«,)+i = VW' 
Dies ist, da k nicht negativ sein kann, nur dann möglich, wenn k = 

G. Lejeiiiie Diriclilet's Werke. 11. 38 
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und «n = ^, also 

(-J-^ = und Ql = «S /■'(«„), also a, < 1 

ist; in diesem Falle muss « constant = «„ bleiben, sodass die Bewegung in 
einer gleichförmigen Rotation eines abgeplatteten Sphäroids von unveränder- 
licher Gestalt um die kleine Axe bestellt, was der zuerst von Maclaürin be- 
handelte Fall ist. Bekannthch ist erforderlich, dass der Werth von pl einen 
bestimmten numerischen Werth 0,2246 ... nicht übersteigt; für jeden unterhalb 
dieser Grenze liegenden Werth von p^ existiren zwei verschiedene entsprechende 
Sphäroide, die identisch werden, wenn ^u diesen Grenzwerth selbst erreicht. 
Ferner leuchtet ein, dass die Grösse o dann einen unveränderlichen positiven 
Werth hat, dasß also die Bewegung wieder ohne einen äusseren Druck physisch 
möglich ist. Endlich ergiebt sich auch umgekehrt, dass a nur unter den Be- 
dingungen dieses Falles constant sein kann. 

Dieser Fall ist, da k nicht negativ sein kann, nur dann möglich, wenn 

und ausserdem der absolute Werth von i-ip) eine von p,, und «q abhängige 
Grenze nicht Übersteigt. Die Gleichung ip(a) =^ yj(a^-'rk hat dann zwei be- 
stimmte Wurzeln «' und et" > tc\ und zwar ist < «' <! <?- Hieraus folgt, 
dass a stets zwischen den beiden Grenzen a' nnd a" hegen muss, und in der 
That wird a abwechselnd diese beiden Grenzwerthe, stets nach Verlauf der- 
selben Zeit 



yHsn J ) ^' +'/'(«„) -VCk) 

erreichen; die Rotationsgeschwindigkeit ist bei dem Minimumwerth a' zu klein, 
bei dem Maximumwerth a" zu gross, als dass die flüssige Masse ihre augen- 
blickliche Gestalt beibehalten könnte. Auch ist zu bemerken, dass, wenn die 
Rotationsgeschwindigkeit im AugenbUcke der grössten Verlängerung des Sphäroids 
einen gewissen Werth übersteigt, diese Bewegung nur unter der Wirkung eines 
hinreichend starken äusseren Druckes physisch möghch ist. 
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In diesem Falle hat die Gleichung V'C") =" VC^^o)"!-/!^ eine einzige Wurzel, 
und es wird daher entweder von vornherein, oder wenigstens nach Ablauf einer 
endlichen Zeit das Sphäroid anfangen, sich in:imer mehr und ohne Grenzen ab- 
zuplatten. Auch hier gilt die eben gemachte Bemerkung über die physische 
Möglichkeit der Bewegung. 



Die soeben behandelten Fälle bieten die Eigenthümliehkeit dar, dass in 
ihnen die Werthe der drei in § 4 mit F', Q', B' bezeichneten Verbindungen 
während der ganzen Dauer der Bewegung verschwinden. Es erschien nun der 
Mühe werth, zu untersuchen, ob ausser den genannten Fällen noch andere 
möglich sind, welche dieselbe Eigenschaft besitzen. Durch eine sorgfältige 
Analyse ergab sich, dass noch zwei andere solche Bewegungen mit den Funda- 
mentalgleichungen (a) in Uebereinstimmung gebracht werden können. Die erste 
derselben wird durch die Gleichungen 

,r=/a, y^=:m'b, z = n"c; Zm'ji" = 1; 
, dH _ 2ß C^ du l" , d?m' _ 2<s „ f" ds_ m!^ 

'■'di^- A'^'^'y J ' A'P+s' "* dt' - B'' ^''' } ä" £W"+s ' 

ausgedrückt, in denen zur Abkürzung 



^ = i/(i+^)(i+w--)(i+c4-) 

gesetzt ist*); altein hier reicht das von dem Princip der lebendigen Kraft her- 
rührende Integral nicht aus, um das Problem auf Quadraturen zurückzuführen. 
Der zweite Fall, welcher sich bei der Untersuchung auf eine eigenthüm- 
liche Weise von den übrigen absondert, giebt das schöne von Jacobi gefundene 
Resultat, dass ein dreiaxiges Ellipsoid, dessen Axen A, B, C der Bedingung 



*) Diese Gleiehungen finden sich an terscliiedenen Stellen, aber ohne weitere Discussioi 
DiRiCHLBT hinterlassenen Papieren. 
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genügen, um die kleinste Axe C mit eonstanter Winkelgeschwindigkeit, deren 
Quadrat 






-y)0+s"-' 



ist, rotiren kann, so dass 

tu = acoskt-\-b&mkt, y ~ — asinkt-i-bcoakt, z = c 
die Gleichungen der Bewegung sind. 

Aus dieser Untersuchung ergiebt sich also auch das Resultat, dass ein 
flüssiges homogenes Ellipsoid, dessen Elemente sich gegenseitig nach dem 
NEWTON'schen Gesetze anziehen, nur dann wie ein fester Körper um seinen 
Schwerpunkt rotiren kann, wenn die Bewegung um eine feste, mit einer 
der Hauptaxen des Ellipsoids zusammenfallende Axe geschieht, was der von 
Maclauein und Jacobi untersuchte Fall ist*); offenbar nämlich würden ausser 
den Gleichungen P' ^=0, Q' ^ 0, Ä' = noch die Bedingungen P ^= 1, Q ^ 1, 
Ä = 1 zu erfüllen sein, wodurch die übrigen ausser den beiden soeben erwähnten 
Fällen ausgeschlossen werden. 

Die geometrische Bedeutung der Gleichungen F = 0, Q' = 0, i^' = 
besteht darin, dass diejenigen Elemente der flüssigen Masse, welche anfänglich 
auf den drei Coordinatenaxen, also auf den Hauptaxen liegen, auch während 
der ganzen Bewegung drei zu einander senkrechte Gerade erflillen; da nun 
andererseits aus der linearen Natur der Ausdrücke für x, y, z erhellt, dass 
solche Theilchen der flüssigen Masse, welche ursprünglich in drei conjugirten 
Durchmessern liegen, dieselbe Eigenschaft stets beibehalten, so ist der eigentliche 
Sinn der erwähnten drei Gleichungen der, dass die drei Hauptaxen des Ellipsoids 
stets von denselben Elementen der flüssigen Masse gebildet werden. Es lag 
nun nahe, eine verwandte Hypothese zu machen, die nämlich, dass die Rich- 
tungen der drei Hauptaxen stets unverändert bleiben; bedient man sich der in 
§ 4 eingeführten Bezeichnungen, so wird diese Forderung durch die drei Glei- 
chungen 7=0, 2" = 0, T" = ausgedrückt und sie ist offenbar sowohl in 
dem ersten der beiden in . diesem Paragraplien erwähnten Fälle , als auch in 
demjenigen erfüllt, welcher vorher (in §6 — 8) ausführlich behandelt ist; ausser- 
dem ergab aber die Durchführung diesei" Hypothese noch einen dritten Fall, 



*) Diese Bemerlraug ist fast wörtlich einem Briefe Dtr7ohlet's' an Herrn Keoskcker eDtnomm 
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welcher ein schönes SettenstÜek za dem soeben angeführten von Jacobi her- 
rührenden Satze bildet und sich auf folgende "Weise aussprechen lässt: 

Ein jedes dreiaxige EUipsoid, welches dem Satze von Jacobi genügt, 
kann auch seine äussere Gestalt und Lage unverändert beibehalten, wenn eine 
innere Bewegung der Elemente stattfindet, die durch die Gleichungen 

~ — " '■'■sl-f-i-^h ... - ^^xikt, ,, — • V. , ^ 

; wird, in denen die Constante k die frühere Bedeutung hat; jedes 
Theilchen beschreibt eine Ellipse, deren Gleichungen 

sind, und zwar in derselben Weise, wie wenn es isolirt wäre und gegen den 
Mittelpunkt seiner Bahn durch eine der Entfernung proportionale Kraft an- 
gezogen würde, deren Maass für die Einheit der Entfernung gleich W ist. 
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DEMONSTRATION D'UN THEOREME D'ABEL. 



G. LEJEÜNE DIRIOHLET. 



LiouvELLE, Journal de Mathematiques pures et appliquees, Serie II, Tome VlI, 1863, p. 253 — 355. 
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DEM0K8TEATI0N D'ÜN THEOREME D'ABEL 

[Note de M. Lejeune Dikichlet communiquee par M. Liouville.] 

II s'agit de prouver que si la s^rie 

a„+a,+ajH !-«„+-■■ 

est convei'gerite et a pour sornnie A, la somme de la serie 

«o+a,e+«;e^H \-a^Q'^-\ , 

qui sera convergente ä fortiori eii prenant la vai-iable p positive et införieure 
ä l'unitö, tendra vers la limite Ä, lorsque Ton fera tendre indöfiniment p vers 
Vuiiit^. Causant un jour avec mon excellent et si regrettable ami Lkjeune 
DiRiCHLET, je lui disais que je trouvais assez difficile a exposer (et mfime ä 
comprendre) la demonstration qu'AüEL a donn^e de ce theoreme important; 
DiRiCHLET se mit sur-le-champ ä ecrire sous mes yeux, dans le seul but de 
me venir en aide, la Note ei-apres, qui m'a ete d'un graiid secours et qu'on 
me saura gre de livrer au public. Le mode de demonstration qu'on y trouve 
comporte de nombreuses applications et m'a t5t6 souvent utile dans mes le^ons 
au College de France. 

Je transcris textuellement la Note de Dirichlet sans y rien ajouter, et 
bien entendu sans y rien changer, 

„II resulte de la convergence supposee de la serie 

A = «„-H((,+ajH h«„+ etc., 

que la somme 

Xn = «o+^iH H«« 

reste toujours numöriquement inferieure ä une certaine constante k et converge 
vei's la limite A, lorsque n croit indefiniment. Considörons maintenant la s^rie 

.5 := a^-ha,Q-{-a^Q''^ 1-««?"+ etc., 

la quantite p, etant supposee positive et inferieure ä l'unite; en y rempla^ant 

G. Lejeune D irichlet's Werke. 11. 39 
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«0) «ij «2) etc., par s,,, s,~—s^, s^—Sj, etc., eile prendra la forme 

S == s^_[-(s_sJg4,(s^_s,)p'-4 t,(s,— s._j)e"-+- etc. 

et ensnite celle-ci, en ordonnant autrement, 

S = (l_eX«o+»ie+«.e'H hs^e^-H--), 

transposition , qui ne souffi-e aucune difficultö, puisqu'elle se r^duit ä ajoater 
a la somme des n-\-l premiers tennes le terme — ^„p"^', qui s'evanouit poiir 
n = oc." 

„Voyons maintenant vers quelle limite converge S, lorsque la variable 
positive s = 1 — (> devient infiniment petite. Becomposons pour eela S en deux 
parties, comprenant l'ane les n premiers termes et l'autre tous les termes 
suivants, et faisons croitre 7i a mesure que s decrott, mais assez lentement 
pour que la limite de ns soit zero. La premifere partie 

a-e)Cs„H~s,eH hs™_ie'-'), 

etant numeriquement moindre que nek^ converge vers zero. Quant ä la 
seconde 

on pourra iui dünner la forme 

P designant une valeur comprise entre la plus grande et la plus petite des 
quantit^s s^, s^i, ■■-. Or ces derni^res convergeant toutes vers la limite A, 
il en sera de möme pour P, et comme d'un autre cöte le facteur (1 — sy, en 
vertu de Thypotliese faite plus haut, converge ^videmment vers Tunite, il est 
prouve, que la limite de S, lorsque la variable positive p<Cl s'approche in- 
definiment de Tunitö, est la somme mfeme A de la s^rie consid^r^e en 
premier lieu." 

Je ne pense pas que personne puisse songer desormais a demander de 
nouveaux eclaircissements. 
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Aus den Abiiandliingen der KQnigl. Akademie der WiasenBchaften zu Berlin ] 
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GKDÄCHTNISSEEDE AUF GUSTAV PETEK LEJEUNE DIKICHLET 

VON 

E. E. KUMMER. 

[Gelesen in der öffcntliclien Sitzung der Königl. Akademie der Wissenschaften 
am 5. Juli 1860.] 

Es ist nicht zehn Jahre her, dass die drei Männer, denen unser deutsches 
Vaterland eine neue Blüthenperiode der mathematischen Wissenschaften verdankt, 
G-Auss, Jacobi und Dirichlet noch lebten und noch thätig arbeiteten, den alten 
Ruhm tiefer Erkenntniss der abstractesten , sowie der concret in der Natur 
verwirkUchten mathematischen Wahrheiten, welchen vor allen Kepler und 
Leibnitz der deutschen Nation erworben hatten, glänzend zu erneuern und zu 
befestigen. Unsere Akademie hatte damals das Glück, zwei dieser hervor- 
ragenden Männer als active Mitglieder zu besitzen, Jacobi und Dirichlet, welche 
persönlich befreundet, durch freie Mittheilung ihrer tiefen mathematischen Ge- 
danken sich gegenseitig anregten und förderten, und auf die allgemeine Ent- 
wickelung der mathematischen Wissenschaften den nachhaltigsten Einfluss aus- 
übten. Jacobi's frühzeitiger Tod war der erste unei^etzliche Verlust, welcher 
die in unserem Vaterlande zur Blüthe entfaltete Wissenschaft traf. Die Be- 
deutung der Schöpfungen dieses mit seltenem G-eiste begabten Foi^chers, die 
hervorragende Stellung, die er in der Geschichte der Mathematik für alle Zeiten 
einnehmen wird, hat Dirichlet in der heut vor acht Jahren an dieser Stelle 
gehaltenen Gedächtnissrede so tiefeingehend und wahr geschildert, dass er dadurch 
dem Andenken des Dahingeschiedenen das schönste und würdigste Denkmal er- 
richtet hat. Als vier Jahre nach Jacobi der greise G-äuss in dem unbestrittenen 
Ruhme des ersten Mathematikers seiner Zeit aus dem Leben schied, hatte dieser 
grosse allgemeine Verlust für unsere Akademie noch die beklagenswerthe Folge, 
dass Dirichlet; als der einzige würdige Nachfolger des grossen Mannes, nach 
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G-öttingen berufen, aus der Zahl ihrer anwesenden Mitglieder austrat. Die 
Akademie, welche diesen Verlust weder abwehren noch ersetzen konnte, wahrte 
sich durch seine Wahl zu ihrem ordentlichen, auswärtigen Mitgliede das Recht, 
DiRiCHLET auch ferner als den ihrigen betrachten zu dürfen; für seine speciellen 
Fachgenossen aber blieb er der lebendige Mittelpunkt ihrer Forschungen und 
Arbeiten, bis der Tod seinem Leben und Wirken ein Ziel setzte. Unsere 
Akademie, welcher Dirichlet siebenundzwanzig Jahre lang angehört hat, in 
deren Schriften seine unvergänglichen Meisterwerke niedergelegt sind, hat das 
Recht, den wissenschaftlichen Ruhm dieses grossen Mathematikers als ihren 
eigenen zu betrachten, sie vor allen anderen hat darum auch die Pflicht, sein 
Andenken zu bewahren und durch eine öffentliche Gedächtniesrede ihm die letzte 
akademische Ehre zu erweisen. Die Verehrung, welche ich selbst für den Dahin- 
geschiedenen stets gehegt habe, die Freundschaft, die er mir geschenkt und 
mehr als zwanzig Jahre hindurch bewahrt hat, sowie die nahe Beziehung, in 
welcher meine eigenen Studien zu seinen wissenschaftlichen Arbeiten stehen, 
haben mich bewogen, hier vor dieser hochansehnlichen Versammlung das Wort 
zu übernehmen, um die grosse wissenschaftliche Bedeutung seiner Meisterwerke 
zu schildern, und zugleich in wenigen Zügen ein Bild seines Lebens und seines 
Charakters zu entwerfen, der edel und rein war wie seine Schriften. Ich weiss, 
dass ich die mir gestellte Aufgabe nur sehr unvollkommen werde lösen können, 
nicht allein aus dem sachlichen Grunde, dass die wahre Bedeutung der 
geistigen Schöpfungen grosser Männer oft erst im weiteren geschichtlichen Ver- 
laufe der Wissenschaft richtig erkannt und gewürdigt werden Isann, wo sie nicht 
selten zu Ausgangspunkten reich sich entfaltender Theorieen werden, sondern 
auch wegen meiner eigenen Schwäche, für welche ich mir erlauben muss, Ihre 
gütige Nachsicht in Anspruch zu nehmen. 

Gustav Peter Lejeune Dirichlet wurde den 13. Februar 1805 in Düren 
geboren. Sein Vater, welcher daselbst die Stelle des Postdirectors bekleidete, 
ein sanfter, gefälliger und liebenswürdiger Mann, und seine in sehr hohem Alter 
jetzt noch lebende Mutter, eine geistvolle fein gebildete Frau, gaben dem von 
der Natur mit mehr als gewöhnlichen Anlagen ausgestatteten Knaben eine sehr 
sorgfaltige Erziehung. Seinen ersten Unterricht erhielt er in einer Elementar- 
schule, und als diese nicht mehr für ihn genügend befunden wurde, in einer 
Privatschule; dabei wurde er, um später ein Gymnasium besuchen zu können, 
im Lateinischen noch besonders unterrichtet. Seine grosse Vorliebe für die 
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Mathematik zeigte sich schon sehr früh, denn damals, als er noch nicht zwölf 
Jahre alt war, verwendete er sein Taschengeld zum Ankauf mathematischer 
Bücher, mit denen er sich besonders des Abends sehr iieissig beschäftigte; 
wenn man ihm dann sagte, er könne sie ja doch nicht verstehen, so erwiederte 
er: ich lese sie so lange, bis ich sie verstehe. Seine Eltern hatten den Wunsch, 
daas er Kaufmann werden möchte, als er aber entschiedene Abneigimg dagegen 
zeigte, gaben sie nach und schickten ihn im Jahre 1817 nach Bonn auf das 
Gymnasium. 

Durch freundliche Mittheilung des Herrn Professor Elvenich in Breslau, 
welcher damals als Student in Bonn mit dem jungen Dirichlet in einem Hause 
wohnte, und welchem dessen Beaufsichtigung und Leitung von den sorgsamen 
Eltern dringend anempfohlen war, bin ich in den Stand gesetzt, folgende treue 
und lebendige Darstellung des in jener Zeit etwa dreizehnjährigen Knaben zu 
geben. Er zeichnete sich in seinem Betragen durch Anstand und gute Sitten 
sehr vortheilhaft aus, und die Unbefangenheit und Offenheit seines ganzen 
"Wesens bewirkte, dass alle, die mit ihm zu thun hatten, ihm herzlich gewogen 
waren. Sein Fleiss war geregelt, doch vorzugsweise der Mathematik und Ge- 
schichte zugewendet. Er studirte, wenn er auch keine Schularbeiten zu machen 
hatte, denn auch dann war sein reger Geist stets mit würdigen Gegenständen 
des Nachdenkens beschäftigt. Grosse historische Ereignisse, wie namentlich die 
französische Revolution und öffentliche Angelegenheiten, interessirten ihn in hohem 
Grade, und er urtheilte über diese und andere Dinge mit einer für seine Jugend 
ungewöhnlichen Selbständigkeit vom Standpunkte einer freisinnigen Denkweise, 
welche eine Frucht seiner eltei-lichen Erziehung sein mochte. Alles Rohe und 
Unedle war ihm stets zuwider, aber auch Spiele und andere jugendliche Vergnü- 
gungen hatten für ihn fast gar keinen Reiz, während er gesellige Unterhaltungen 
Hebte und besonders an Gesprächen über Politik und historische Stoffe sich 
gern und lebhaft betheiligte. Ueberhaupt bewegte sich sein Geist, dessen her- 
vorragende Eigenschaft Scharfsinn war, in einer viel höheren Sphäre, als es bei 
anderen dieses Alters der Fall zu sein pflegt. 

Auf dem Bonner Gymnasium blieb Dirichlet nur zwei Jahre und ver- 
tauschte dasselbe sodann mit dem Jesuiter-Gymnasium in Köln, welchem seine 
Eltern aus mir unbekannten Gründen den Vorzug gaben. Hier hatte er zu 
seinem Lehrer in der Mathematik den nachmals durch die Entdeckung des 
nach ihm benannten Gesetzes des elektrischen Leitungswiderstandes berühmt 

G. Lejeune Diriclilet's Werke. li. 40 
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gewordenen Georg Simon Ohm, durch dessen Untemchtj so wie durch fleissiges 
eigenes Studium mathematischer Werke, er in dieser Wissenschaft sehr be- 
deutende Fortschritte machte und sich einen ungewöhnlichen Umfang von Kennt- 
nissen erwarb. Er vernachlässigte aber dabei die übrigen Disciplinen keines- 
wegs und machte den Cursus auf dem Gymnasium sehr rasch durch, so dass 
er schon im Jahre 1821, als er erst sechzehn Jahre alt war, das Abgangs- 
zeugniss für die Universität erlangte und nach Hause zurückkehrte, um mit 
seinen Eltern über die "Wahl seines künftigen Berufes zu verhandeln. Es war 
sehr natürlich, dass diese seinem eigenen Entschlüsse Mathematik zu studiren 
mit der ernstlichen Mahnung entgegentraten, durch ein praktischeres Studium, 
als welches sie ihm die Jurisprudenz vorachlugen, sein Fortkommen in der 
Welt zu sichern; er erklärte ihnen hierauf bescheiden aber fest, dass wenn sie 
es verlangten, er ihnen folgsam sein werde, dass er aber von seinem Lieblings- 
studium nicht lassen könne und wenigstens die Nächte demselben widmen 
■werde. Die eben so vernünftigen als zärtlichen Eltern gaben hierauf dem ent- 
schiedenen Wunsche ihres Sohnes nach. 

Das mathematische Studium auf den preussischen und den übrigen deutschen 
Universitäten lag damals arg darnieder. Die Vorlesungen, welche sich nur wenig 
über das Gebiet der Elementar-Mathematik erhoben, waren keineswegs geeignet, 
den Drang nach tieferer Erkenntniss zu befriedigen, der den jungen Dibtchlet 
beseelte, auch gab es ausser dem einen grossen Namen Gauss in Deutschland 
keinen anderen, der auf ihn eine besondere Anziehungskraft hätte ausüben können. 
In Frankreich dagegen, und namentlich in Paris, stand die Mathematik damals 
noch in ihrer vollen Blüthe, und ein Ki-eis von Männern, deren grosse Namen 
in der Geschichte der mathematkchen Wissenschaften für alle Zeiten glänzen 
werden, arbeitete hier forschend und lehrend an der lebendigen Entwickelung 
und Verbreitung derselben. Hier lebte noch der grosse Läplace, dem seine 
Mechanik des Himmels unbestritten den ersten Rang sicherte, und arbeitete 
noch an der Vollendung dieses Werkes und an einem Supplemente seiner Theorie 
der Wahrscheinlichkeit. Legendrr, bis in sein hohes Alter rastlos thätig, ver- 
vollkommnete seine Theorie der elliptischen Functionen durch die Entdeckung 
einer neuen Transformation derselben und bereitete die dritte Ausgabe seines 
Werkes über Zahlentheorie vor. Fouriek, der vor kurzem seine mathematische 
Wärmetheorie vollendet hatte, versammelte einen ausgewählten Kreis der talent 
vollsten jungen Mathematiker um sich, zu wissenschaftlichen und heiteren Ge- 
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spräclien. Poisson bereicherte die Mechanik und die mathematische Physik 
durch eine Reihe der werthvoUsten Abhandhingen. Oauchy legte damals den 
Grund zu einer wesentlichen Verbesserung und Umgestaltung der gesanmiten 
Analysis, durch strengere Methoden und durch die Einführung der imaginäi-en 
Variablen. Diese Männer und ausser ihnen noch eine ansehnliche Zahl anderer 
wissenschaftlicher Notabihtäten, von denen einige noch jetzt leben, wirkten zu- 
sammen, Paris zu dem glänzendsten Sitze der mathematischen Wissenschaften 
zu machen. 

In richtiger Würdigung dieser Verhältnisse erkannte Dirichlet, dass dies 
der Ort sei, wo er f(ir seine mathematischen Studien den grössten Gewinn er- 
warten konnte, und da seine Eltern, welche noch von früherer Zeit her durch 
einige befreundete Familien mit Paris in Verbindung standen , gern ihre Ein- 
willigung dazu gaben, so bezog er im Mai 1822 diese Hochschule der mathe- 
matischen Wissenschaften, in dem freudigen Bewusstsein sich jetzt ganz seinem 
Lieblingsstudium widmen zu können. Er hörte daselbst die Vorlesungen am 
College de France und an der Faculte des Sciences, wo er Lacroix, Biot, 
Hachette und Fräncoeur zu seilten Lehrern hatte. Ein Versuch, den er 
machte, auch den Vorlesungen an der Ecole Polytechnique als Hospitant bei- 
wohnen zu dürfen, scheiterte daran, dass der Preussische Geschäftsträger in 
Paris, ohne besondere Autorisation von Seiten des Ministers von Altenstein, 
es nicht übernehmen wollte, die Erlaubniss dazu bei dem französischen Ministerium 
auszuwirken. 

Neben dem Hören der Vorlesungen und dem Durchdenken des in den- 
selben ihm gebotenen Stoffes widmete Dihichlet seine Zeit auch dem an- 
gestrengten Studium der vorzüglichsten mathematischen Schriften, und unter 
diesen vorzugsweise dem GAussischen Werke über die höhere Arithmetik: Dts- 
quisitiones arithmeticae. Dieses hat auf seine ganze mathematische Bildung und 
Richtung einen viel bedeutenderen Einfluss ausgeübt, als seine anderen Pariser 
Studien; er hat dasselbe auch nicht nur einmal oder mehreremal durchstudirt, 
sondern sein ganzes Leben hindurch hat er nicht aufgehört, die FüUe der tiefen 
mathematischen Gedanken, die es enthält, durch wiederholtes Lesen sich immer 
wieder zu vergegenwärtigen, weshalb es bei ihm auch niemals auf dem Bücher- 
brett aufgestellt war, sondern seinen bleibenden Platz auf dem Tische hatte, 
an welchem er arbeitete. Welche Anstrengung es ihn gekostet haben muss, 
sich in dieses ausserordentliche Werk hineinzuarbeiten, kann man daraus ab- 
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nehmen , dass mehr als zwanzig Jahre, nachdem es erschienen war, noch 
keiner der damals lebenden Mathematiker es vollständig dm'chstudirt und ver- 
standen hatte, und dass selbst Legendbe, welcher der höheren Arithmetik einen 
grossen Theil seines Lebens gewidmet hatte, bei der zweiten Ausgabe seiner 
Zahlentheorie gestehen musste: er hätte gern sein Werk mit den GAUSsischen 
Resultaten bereichert, aber die Methoden dieses Autors seien so eigenthümlich, 
dass er ohne die grössten Umwege, oder ohne die Rolle eines blossen üeber- 
setzers zu übernehmen, dieselben nicht hätte wiedergeben können. Dieichlet 
war der ei^te, der dieses Werk nicht allein vollständig verstanden, sondern 
auch für andere erschlossen hat, indem er die starren Methoden desselben, 
hinter welchen die tiefen Gedanken verborgen lagen, flüssig und durchsichtig 
gemacht und in vielen Hauptpunkten durch einfachere, mehr genetische ei^etzt 
hat, ohne der vollkommenen Strenge der Beweise das Geringste zu vergeben; 
er war auch der erste, der über dasselbe hinausgehend einen reichen Schatz 
noch tieferer Geheimnisse der Zahlentheorie offenbar gemacht hat. 

Dirichlet's äusseres Leben in dem ersten Jahre seines Pariser Aufenthalts 
war höchst einfach und zurückgezogen. Seine Studien, welche nur einmal durch 
einen Anfall der natürlichen Pocken unterbrochen wurden, nahmen ihn voll- 
ständig in Anspruch und sein Umgang beschränkte sich auf einige Häuser, 
denen er empfohlen war, und auf einige junge Deutsche, welche sich ihrer 
Studien wegen dort aufhielten. Im Sommer des Jahres 1823 aber trat hierin 
eine Aenderung ein, welche für seine ganze allgemeine Bildung von der grössten 
Bedeutung war. Der General Foy, ein geistvoller, vielseitig gebildeter Mann, 
nicht weniger durch die hei'voiTagende Stellung, die er als Haupt der Opposition 
in der Deputirtenkammer und als einer der gefeiertsten Redner derselben ein- 
nahm, als durch seine glänzende militärische Laufbahn ausgezeichnet, dessen 
Haus eines der angesehensten und gesuchtesten in Parb war, suchte damals 
einen jungen Mann als Lehrer für seine Kinder, welcher dieselben hauptsächlich 
in der deutschen Sprache und Litteratur unterrichten sollte, und durch Ver- 
mittelung eines Freundes des Dirichlet'schen Hauses, Herrn Larchet de Chamont, 
wurde ihm unser Dirichlkt empfohlen. Bei der ersten persönlichen Vorstellung 
machte das offene und bescheidene Wesen des jungen Mannes einen so günstigen 
Eindruck auf den General, dass er ihm unmittelbar darauf die Stellung als 
Lehrer seiner Kinder antrug, mit einem anständigen Gehalte und mit so ge- 
ringen Verpflichtungen, dass ihm freie Zeit genug blieb, die angefangenen 
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Studien fortausetzen. Dibichlet ging mit Freuden darauf ein, nicht allein weil 
er dadurch in die Lage versetzt wurde, seinen Eltern keine Kosten mehr zu 
machen, sondern vorzüglich auch weil er von dem Aufenthalte in dem Hause 
eines so allseitig gebildeten, ausgezeichneten Mannes für seine äussere Welt- 
bildung, in der er nach seinem eigenen Urtheile noch sehr zurück war, sich 
viel Gutes versprach. In dieser neuen Stellung fühlte er sieh ausserordentlich 
zufrieden und glücklich, da Herr und Madame Foy ihm Überall die grösste 
Freundlichkeit und Zuvorkommenheit ei-wiesen und ihn wie ein Glied ihrer 
eigenen Familie betrachteten. Der Unterricht der Kinder, deren ältestes ein Mäd- 
chen von elf Jahren war, kostete ihn nur wenig Mühe, und die Frau Generalin, 
die das Deutsche, welches sie in ihrer Kindheit geübt, aber seitdem vollständig 
vergessen hatte, unter seiner Leitung eifrig und mit dem besten Erfolge wieder 
betrieb, vergalt ihm seine Mühe auf eben so angenehme als nützliche Weise, 
indem sie ihm durch Uebungen im Lesen des Französischen den fremden Äccent 
seiner Aussprache abgewöhnte. Den grössten Einfluss Übte aber der General 
auf Ihn aus, durch das lebendige Beispiel eines thatkräftigen, edlen und fein 
gebildeten Mannes, welches er ihm gab, und dieser Einfluss erstreckte sich nicht 
bloss auf Dieichlet's äussere Bildung, seine Gewohnheiten und Neigungen, 
sondern auch auf seine Denk- und Handlungsweise und seine allgemeinen Lebens- 
anschauungen. Von grosser Bedeutung für sein ganzes Leben war es auch, dass 
das Haus des Generals, welches ein Vereinigung-spunkt der ersten Notabilitäten 
in Kunst und Wissenschaft der Hauptstadt Frankreichs war, und in welchem 
von den angesehensten Kammeimltgliedem die grossen politischen Fragen ver- 
handelt wurden, deren nächste, vorläufige Lösung das Jahr 1830 brachte, ihm 
zuerst Gelegenheit gab, das Leben in grossartigem Maassstabe zu sehen und sich 
daran zu betheiligen. 

Durch alle diese neuen Eindrücke, welche er in sich aufnahm, durch die 
Beschäftigungen und Zerstreuungen, die mit seiner Stellung verbunden waren, 
Hess sich Dirichlet durchaus nicht von seinen mathematischen Studien ab- 
lenken, vielmehr arbeitete er gerade in dieser Zeit mit angestrengtem Fleisse 
an seiner eisten der Oeffentlichkeit übergebenen Schrift: Memoire sur Vim- 
■possihilite de quelques equations indeterminees du cinquieme degri. Der Gegen- 
stand dieser Abhandlung steht in der engsten Beziehung zu dem von Fermat 
aufgestellten Satze , dass die Summe zweier Potenzzahlen von gleichen Ex- 
ponenten niemals einer Potenz von demselben Exponenten gleich sein kann, 
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wenn diese Potenzen höher sind als die zweite. Dieser Satz, von welchem Feemat 
angiebt, dass er ihn beweisen könne, welcher aber noch über 150 Jahre nach 
Fermat, zu der Zeit als Dirichlet sich mit demselben beschäftigte, trotz der 
angestrengten Bemühungen von Eulek und Legendke nicht weiter, als für die 
dritten und vierten Potenzen hatte bewiesen werden können, kann zwar, als 
eine aus ihrem wissenschaftlichen Zusammenhange herausgenommene Einzelheit, 
keinen besonderen Werth beanspruchen, aber er hat dadurch eine ungewöhnlich 
hohe Bedeutung gewonnen, dass er, als ein, in dem damals noch ganz un- 
bekannten Gebiete der Formen höherer Grade aufgesteckter, nah erscheinender 
und doch ferner Zielpunkt, auf die Richtung, welche die Zahlentheorie in ihrer 
geschichthchen Entwickelung genommen hat, von dem entschiedensten Einflüsse 
gewesen ist, Dirichlet, indem er in seiner Arbeit die durch den FERMAT'schen 
Satz angegebene Richtung verfolgt, betrachtet die Summe zweier :fänften Po- 
tenzen, über welche bis dahin noch nichts erniittelt war, und stellt sich die 
Aufgabe zugleich etwas allgemeiner, nämhch zu untersuchen, in welchen Fällen 
eine solche Summe einem gegebenen Vielfachen einer fünften Potenz nicht gleich 
sein könne. Er ebnet und sichert sich den Weg der Untersuchung durch einige 
neue Sätze Über die allgemeinste Auflösung der Aufgabe: eine quadratische Form 
einer Potenzzahl gleich zu machen, und gelangt dazu, die Unmöglichkeit einer 
ganzen Klasse von Gleichungen des fünften Grades zu beweisen. Die FfiRMAT'sche 
Gleichung für die fünften Potenzen, deren eine nothwendig durch fünf theilbar 
sein müsste, ist nur für den Fall, dass diese zugleich eine gerade ist, mit in 
dieser Klasse enthalten; den anderen Fall aber, wo sie eine ungerade ist, hat 
kurze Zeit nachher Legendre, indem er den von Dieiculet eröffneten "Weg 
noch etwas weiter verfolgte, gleichfalls als unmöglich nachgewiesen. Die Ehre, 
den Beweis dieses geschichtlich merkwürdigen Satzes eine ganze Stufe weiter 
geführt zu haben, hat Dirichlet also mit Legendre zu theilen. 

Nicht allein die in einem der schwierigsten Theile der Zahlentheorie 
gewonnenen neuen Resultate, sondern auch die Bündigkeit und Schärfe der 
Beweise und die ausnehmende Klarheit der Darstellung sicherten dieser ersten 
Arbeit Dirichlet's einen glänzenden Erfolg. Die Pariser Akademie, welcher 
er sie überreichte, gestattete ihm die Vorlesung derselben in der Sitzung vom 
IV" Juni 1825, und schon in der nächsten Sitzung vom IS'"" desselben 
Monats statteten die Herren Laoroix und Legendee als Commissäre einen so 
günstigen, Bericht darüber ab, da^s die Akademie beschloss, sie in die Sammlung 
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der Denkschriften auswärtiger Gelehrter aufzunehmen. Dirichi-et's Ruf als 
ausgezeichneter Mathematiker war hierdurch begründet, und als ein junger 
Mann, der eine grosse Zukunft erwarten Uess, war er seitdem in den höchsten 
wissenschaftlichen Kreisen von Pai'is nicht bloss zugelassen, sondern auch ge- 
sucht. Er trat dadurch auch mit mehreren der angesehensten Mitgheder der 
Pariser Akademie in nähere Verbindung, unter denen besonders zwei hervor- 
zuheben sind, nämlich Foürieb, der auf die Richtung seiner wissenschaftlichen 
Forschungen und Alexander von Humboldt, der auf die fernere Gestaltung 
seines äusseren Lebens einen bedeutenden Einfluss ausgeübt hat. 

FouRiER, welchei- aus der Zeit seiner Jugend, wo er an der Giründung 
der Ecole Normale und der ^cole Polytechnique sich thätig betheiligt hatte, die 
Begeisterung ftlr lebendige wissenschaftliche Mittheilung noch ungeschwächt be- 
wahrte, und dem es ein inneres Bedürfniss war, das, was er Schönes und 
Grosses erforscht hatte, auch mundlich mitzutheilen , fand an Dirichlet einen 
jungen Mann, dem er sein mathematisches Herz ganz eröffnen konnte und 
von dem er nicht bloss bewundert, sondern auch vollkommen verstanden 
wurde. Er zog ihn daher in den Kreis der ausgezeichneten jungen Mathe- 
matiker, die er um sich zu versammeln pflegte, mit denen er damals seine 
Wärmetheorie und seine, zum Zweck derselben erfundenen, neuen analytischen 
Methoden, so wie allerhand allgemeinere wissenschaftliche Gegenstände und 
Fragen in der ihm eigenen lebendigen und anziehenden Weise besprach. In 
diesem Kreise, welchem unter anderen auch der durch seinen Satz über die 
"Wurzeln der algebraischen Gleichungen kurze Zeit darauf allgemein berühmt 
gewordene Sturm angehörte, erhielt Dirichlet mannichfache Anregung, nament^ 
lieh aber wurde durch Fourier sein Interesse für die mathematische Physik be- 
lebt, in welcher er später mit bedeutendem Erfolge gearbeitet hat; ebenso nehmen 
auch die FouRiER'schen Reihen und Integrale, welche erst durch Dirichlet's 
strenge Methoden ihre wahre wissenschaftliche Begründung erhalten haben, eine 
nicht unbedeutende Stelle in seinen späteren Arbeiten ein. 

Alexander von Humboldt, welcher damals in Paris lebte, hatte schon 
früher vom General Foy Dirichlet als einen ausgezeichneten Mathematiker 
preisen hören, ohne jedoch auf dieses Lob, da es nicht aus dem Munde 
eines Mannes von Fach kam, ein besonderes Gewicht zu legen; erst als 
Dirichlet in Folge der günstigen Auftiahme, welche die Akademie seiner 
Schrift hatte zu Theil werden lassen, seinen Besuch bei Humboldt machte, 
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wurde er demselben näher bekannt. Hümboi.dt empfing ihn mit der aus- 
gezeichnetsten Freundlichkeit und Zuvorkommenheit, und schenkte ihm mit der 
Achtung vor seinem Talent und seiner wissenschaftlichen Tüchtigkeit zugleich 
auch die lebhafteste persönliche Theilnahme und Zuneigung, welche er ihm von 
da an unausgesetzt bewahrt und bethätigt hat. Schon bei diesem ersten Be- 
suche gab DlRiCHLET im Laufe des Gesprächs die Absicht zu erkennen, später 
in sein Vaterland zurückzukehren, und Humboldt, welcher diesen Gedanken 
mit Freuden ergriff, bestärkte ihn in seinem Vorsatze, indem er ihn versicherte, 
dass es dort, bei der äusserst geringen Zahl ausgezeichneter deutscher Mathe- 
matiker, ihm nicht fehlen könne, sobald er es wünschte, eine sehr gute Stellung 
zu erhalten. Unter den damaligen Verhältnissen, wo soeben die mehrere Jahre 
hindurch fortgesetzten Unterhandlungen wegen Gauss' Berufung nach Berlin 
hatten aufgegeben werden müssen, weil es an wenigen hundert Thalem fehlte, 
war diese Versicherung nicht so leicht zu erfüllen, und es gehörte bald nachher 
die unermüdliche Thätigkeit und der ganze Einfluss Hümboldt's dazu, sie auch 
nur annähernd wahr zu machen. 

Durch den im November 1825 erfolgten Tod seines hochverehrten 
Gönnere, des Generals Foy und durch den Einfluss Alexander von Hümboldt's, 
welcher bald darauf Paris verliess und nach Berlin übersiedelte, wurde in 
DißiCHLET der Entschluss zur Rückkehr in sein Vaterland zur Reife gebracht. 
Er richtete an den Minister von ältenstein ein Gesuch ura eine für ihn 
passende Anstellung, welches Humboldt zu befürworten und durch seinen Ein- 
fluss wirksam zu machen übernahm, und kehrte im Herbst 1826 zu seinen 
Eltern nach Düren zurück, um dort den Erfolg abzuwarten. 

Während er hier an einer neuen Abhandlung arbeitete, auf welche ich 
bald näher eingehen werde, betrieb Humboldt seine Anstellungsangelegenheit 
mit dem regsten Eifer. Er verwendete sich persönlich bei dem Minister von 
Altenstein, um für Dirichlet eine ausserordentliche Professur an einer 
preussiscben Universität, mit sechs bis acht hundert Thalern Gehalt zu er- 
langen, zog die angesehensten Mitgheder der hiesigen Akademie mit in sein 
Interesse, um seine Empfehlung durch die ihrigen zu unterstützen, und gab 
Dirichlet häufigen Bericht und guten Rath, was dieser seinerseits thun sollte; 
aber durch alle diese Bemühungen, welche selbst Gauss durch ein an unseren 
CoUegen Herrn Encke gerichtetes, und von diesem dem Königlichen Ministerium 
übergebenes Schreiben unterstützte, konnte doch nicht mehr erreicht werden, 
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als dass ihm 400 Thaler jährlich als feste Remuneration zugesichert wurden, 
damit er sich in Breslau als Privatdocent habilitiren möge. Da die feste Re- 
muneration ihm vor der Hand ein massiges Auskommen sicherte, und da er 
sich darauf verlassen konnte, da^ Humboldt seine Bemühungen, ihm eine an- 
gemessenere Stellung zu verschaffen, fortsetzen werde, so ging er ohne Bedenken 
darauf ein. Inzwischen war er auch von der philosophischen Faeultät 
der Universität Bonn zum Doctor der Philosophie honoris causa creirt 
worden, wodurch ihm die Habilitation an einer Universität wesentlich er- 
leichtert wurde. 

Auf seiner Reise nach Breslau wählte er den Weg über Göttingen, um 
Gauss persönlich kennen zu lernen, und machte demselben am 18'^ März 1827 
seinen Besuch. Nähere Nachrichten über dieses Zusammentreffen habe ich 
nicht ermitteln können; ein an seine Mutter gerichteter Brief aus jener Zeit 
Sägt nur, dass Gauss ihn sehr freundlich aufgenommen habe, und dass der 
persönliche Eindruck dieses grossen Mannes ein viel günstigerer gewesen sei, 
als er erwartet habe. 

In Breslau sollte er nun, nach den Statuten der dortigen philosophischen 
Faeultät, um die venia docendi zu erlangen, eine Probevorlesung nebst Col- 
loquium vor der Faeultät halten, eine Dissertation schreiben und dieselbe in 
lateinischer Sprache öffentlich vertheidigen. Diesen Leistungen, insofern sie 
seine Wissenschaft betrafen, war er mehr als gewachsen, er verstand auch sehr 
wohl, über einen wissenschaftlichen Gegenstand klar und correct lateinisch zu 
schreiben, aber er hatte seine, höheren wissenschaftlichen Zwecken gewidmete 
Zeit niemals auf die Aneignung der äusserlichen Fertigkeit des lateinisch Sprechens 
verwendet; die leere Förmlichkeit der lateinischen Disputation war ihm daher 
in hohem Grade störend und unangenehm. Zu seiner grossen Genugthuung, 
aber zum grossen Leidwesen einiger HeiTen der dortigen Faeultät, ward er, 
nachdem er seine Probevorlesung über die Irrationalität der Zahl n gehalten hatte, 
durch das Königliche Ministerium von der öffentlichen Disputation ganz ent- 
bunden , und damit er seine Vorlesungen , ohne welche das Fach der Mathe- 
matik daselbst fast ganz unvertreten gewesen wäre, alsbald anfangen möchte, 
erhielt er zugleich die Erlaubniss, seine lateinische Habilitationsschrift erst nach- 
träglich einzureichen. 

Der Erfolg seiner Lehrthätigkeit während der drei Semester, wo er in 
Breslau docirt hat, war nicht bedeutend. Die dortigen Studirenden, welche 
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Über den engen Kreis mathematischer Vorstellungen und Gedanken, die ihnen 
bisher in den Vorlesungen überliefert worden waren, nicht gern hinausgingen, 
konnten sich an seine, ihnen fremde Lehrweise nicht so leicht gewöhnen, auch 
war sein bescheidenes, selbst etwas schüchternes Auftreten nicht geeignet ihnen 
zu imponiren. Ueberhaupt war Dirtchlet in Breslau zwar als fein gebildeter 
und liebenswürdiger junger Mann in allen geselligen Kreisen gern gesehen und 
gesucht, aber gerade als Mathematiker wurde er im Vergleich zu seinem Vor- 
gänger, der ein Lehrbuch der analytischen Geometrie geschrieben hatte, nur 
gering geachtet. Da er selbst niemals von sich und seinen eigenen wissen- 
schaftlichen Verdiensten sprach, auch keinen litterarischen Anbang hatte, der 
dies für ihn übernahm, so gelangte er dort nicht zu derjenigen localen oder 
provinciellen Berühmtheit, welche in beschränkteren KJreisen wirksamer ist, als 
die allgemeine Anerkennung von Seiten der ersten Männer der Wissenschai't. 

In der Zeit seines Breslauer Aufenthalts hat Dirichlet zwei Abhandlungen 
geschrieben, welche beide durch die GAUSsische Abhandlung über die biquadrati- 
schen Reste veranlasst worden sind. Die Göttinger gelehrten Anzeigen vom 
April 1825 hatten die kurze Ankündigung einer Reihe von Abhandlungen Über 
die biquadratischen Reste und deren Reciprocitätsgesetze gebracht, welche Gauss 
zu veröffentlichen gedenke, deren erste der Göttinger Societät der Wissen- 
schaften auch schon übergeben war, aber erst drei Jahre später erschien. 
Diese Ankündigung, welche einige der GAUSsischen Resultate gab, deren Be- 
weise auf einem ganz neuen Principe der Zahlentheorie beruhen sollten, erregte 
zugleich Jäcobi's und Dirichlet's "Wissbegier in hohem Grade; beide suchten 
auf ganz verschiedenen Wegen in das GAUSsische Geheimniss einzudringen, und 
beiden gelang es auch, in diesem Gebiete der höheren Potenzreste eine Fülle 
neuer Sätze zu finden, obgleich das neue Princip, welches in der Einführung 
der complexen ganzen Zahlen bestand, ihnen damals noch verborgen blieb. 
DiRiCBLET fand für die bereits veröffentlichten GAUSsischen Sätze, welche die 
vollständige Lösung der Aufgabe enthielten: alle Primzahlen anzugeben, für 
welche die Zahl Zwei biquadratischer Rest oder Nichtrest ist, durch ^e be- 
kannten Methoden der Zahlentheorie erstaunend einfache Beweise, und in der- 
selben Weise löste er auch die aligemeinere Frage für alle beliebig gegebenen 
Primzahlen, so dass zu dem vollständigen Reciprocitätsgesetze für die biquadrati- 
schen Reste nur noch ein Schritt zu thun war, welcher aber erst durch das 
neue GAUSsische Princip ermöglicht wurde. In der anderen damals heraus- 
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gegebenen Schrift, welche Dirichlet lateinisch verfasst und der philosophischen 
Facultät als seine Habilitationsschrift eingereicht hat, giebt er ein damals ganz 
neues Beispiel von Formen beliebig hoher Grade, deren Divisoren bestimmte 
lineare Formen haben. Die Resultate dieser Schrift können gegenwärtig als 
specielle Fälle der allgemeinen Sätze über die Divisoren der Normformen der 
aus Einheitswurzeln gebildeten complexen Zahlen angesehen werden. 

Um für den Werth, welchen man damals namentlich der ersten dieser 
beiden Schriften beilegte, einen Maassstab zu geben, führe ich die Urtheile von 
Bessel und FouRiER über dieselbe an. Bessel schreibt von ihr in einem 
Briefe an Humboldt: Wer hätte gedacht, dass es dem Grenie gelingen werde, 
etwas so schwer Scheinendes auf so einfache Betrachtungen zurückzuführen, 
es könnte der Name Lagränge über der Abhandlung stehen, und Niemand 
würde die Unrichtigkeit bemerken. Foüeier aber stellte Dirichlet's Leistungen 
sogar höher, als die grossen Entdeckungen Jacobi's und Abel's in der Theorie 
der elliptischen Functionen, von denen er freilich bis dahin nur durch Legendre's 
Lobpreisungen Kenntniss erhalten hatte, die er für übertrieben hielt. In einem 
an Dirichlet gerichteten Briefe, so wie in mündlich gegen den oben erwähnten 
Freund der DiRiCRLEx'schen Familie, Herrn Larchet de Chamont gemachten 
Aeusserungen, aus welchen dieses Urtheil entnommen ist, drückt er auch den 
lebhaften Wunsch aus, dass Dirichlet nach Paris zurückkommen möge, weil 
er dazu berufen sei, in der dortigen Akademie bald eine der ersten Stellen ein- 
zunehmen. 

Inzwischen hatte Alexander von Humboldt die Ernennung Dirichlet's 
zum ausserordentlichen Professor an der Breslauer Universität ausgewirkt, und 
arbeitete nun daran, ihn für die hiesige Universität und die Akademie zu ge- 
winnen, zunächst aber ihn überhaupt nach Berlin zu ziehen. Da eine frei 
werdende mathematische Lehrstelle an der allgemeinen Kriegsschule hierzu die 
passende G-elegenheit bot, so ergriff Humboldt dieselbe und empfahl Dirichlet 
sehr dringend dafür bei dem General von Radowitz und bei dem Kriegs- 
minister. Diese konnten sich jedoch nicht sogleich entschliessen, ihm die Stelle 
definitiv zu übertragen, wahrscheinlich weil er, damals erst 23 Jahre alt, ihnen 
noch zu jung daflir erscheinen mochte ; es wurde daher bei dem Minister 
VON Altenstein ausgewirkt, dass Dirichlet zunächst auf ein Jahr Urlaub er- 
hielt, um den Unterricht an der Kriegsschule interimistisch zu übernehmen. 

Im Herbst 1828 kam er nach Berlin, um diese neue Stellung anzutreten. 

41' 
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Die mathematischen Vorlesungen, die er hier vor Offizieren zu halten hatte, 
■welche mit ihm ohngefähr in gleichem Alter waren, machten ihm viel Ver- 
gnügen, der Umgang mit gebildeten Militairs, an 'welchen er von der Zeit seines 
Aufenthalts im Hause des Generals Foy gewöhnt war, gefiel ihm sehr wohl, 
und da er in jener Zeit unter anderen auch gründliche Studien in der neueren 
Kriegsgeschichte gemacht hatte, so verband ihn mit seinen Zuhörern auch 
ausser der Mathematik noch dieses gemeinschaftliche Interesse. Ei^t in späterer 
Zeit, nachdem er sich an der hiesigen Universität einen grossen Kreis von Zu- 
hörern gebildet hatte, welche mit lebendigem wissenschaftlichen Interesse ihm 
in die höchsten Gebiete der Mathematik folgten, in denen er sich am liebsten 
bewegte, wurde der Wunsch in ihm rege, von dem Unterrichte an der Kriegs- 
schule entbunden zu werden, welcher Wunsch sodann auch eines der Haupt- 
motive seiner Uebersiedelung nach Göttingen geworden ist. 

Bald nach seiner Ankunft in Berlm that Dibichlet auch die nöthigen 
Schritte, um an der hiesigen Universität Vorlesungen halten zu dürfen. Als 
Professor einer anderen Universität war er hierzu nicht berechtigt, es blieb ihm 
also nichts weiter übrig, als sich nochmals als Privatdocent zu habüitiren, und 
er richtete in diesem Sinne sein Gesuch an die philosophische Facultät. Diese 
erliess ihm aber die Habilitationsleistungen in Betracht seiner anderweitig be- 
währten wissenschaftlichen Tüchtigkeit, und so hielt er seine Vorlesungen hier 
anfangs unter dem Rechtstitel eines Privatdocenten. Seine definitive Versetzung 
als ausserordentlicher Professor an die hiesige Universität erfolgte erst im Jahre 
1831, und einige Monate darauf wurde er von unserer Akademie zu ihrem 
ordentlichen MitgHede gewählt. In demselben Jahre vermählte er sich mit 
Rebecca Mendelssohn-Bartholdy, einer Enkelin von Moses Mendelssohn, 
und merkwürdigerweise hat Alexander von Humboldt unwillkürlich selbst 
hiei'an einen gewissen Theil, insofern er es gewesen ist, welcher Dirichlet in 
das durch Geist und Kunstsinn ausgezeichnete imd berühmte Haus seiner 
Schwiegereltern zuerst eingeführt hat. 

Die ferneren Lebensereignisse treten nunmehr auf längere Zeit zurück 
gegen die Bedeutung der wissenschaftlichen Arbeiten, welche Dirichlet während 
der 27 Jahre seines hiesigen Lebens geliefert hat. Bei der Schilderung der- 
selben, die mir jetzt obliegt, werde ich versuchen, die in ihnen liegenden Fort- 
schritte der Wissenschaft in grösseren und allgemeineren Zügen darzustellen, 
indem ich sie nicht einzeln nach der Zeit ihrer Entstehung, sondern nach ihrem 
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Inhalte und nach den ihnen zu Grunde liegenden Gedanken gruppenweise zu- 
sammengefasst betrachte. 

Die rein analytischen Arbeiten Dirichlet's über unendliche Reihen und 
bestimmte Integrale und über die in diesen Formen erscheinenden Functionen 
sind ursprünglich aus seinem Studium der mathematischen Physik, und namentlich 
der FouKiER'schen Wärmetheorie hervorgegangen. Bei den Anwendungen dieser 
aÜgemeinen Formen auf die physikalischen Probleme konnte er sich aber nicht 
damit beruhigen, sie als fertige HOlfsmittel zu benutzen, und da eine nähere 
Prüfung ihm bald zeigte, dass sie selbst in den wichtigsten Punltten noch der 
strengen wissenschaftlichen Begründung ermangelten, so richtete er seine Arbeit 
zunächst auf die Sicherung dieser Fundamente. Die nach Sinus und Cosinus 
der Vielfachen eines Bogens fortschreitenden Reihen, welche von Foueieb mit 
dem ausgezeichnetsten Erfolge zur Darstellung der in der Wärmetheorie vor- 
kommenden willkürlichen Functionen angewandt worden sind, hatten bisher in 
allen Fällen, wo die zu entwickelnde Function nicht unendlich wird, die aus- 
gezeichnete Eigenschaft gezeigt, immer convergent zu sein, es war aber selbst 
Cauchy's Bemühungen nicht gelungen, dieses allgemein und streng zu beweisen. 
Der Weg, welchen dieser, nicht minder durch die Strenge, als durch die 
Originalität seiner Methoden berühmte Mathematiker hier eingeschlagen hatte, 
nur die Grössenverhältnisse der einzelnen Glieder dieser Reihen zu untersuchen 
und darauf seine Schlüsse zu gründen, führte aber nicht zur wahren Erkenntniss 
dieser verborgenen Eigenschaft, sondern nur ziemlich nahe bei derselben vorbei, 
weil die Convergenz dieser Reihen in gewissen Fällen auch von der besonderen 
Art und Weise abhängig ist, wie die positiven und negativen Glieder derselben 
sich gegenseitig aufheben. Aus diesem Grunde untersuchte Dirichlet, auf den 
ursprünglichen Begriff der Convergenz der unendlichen Reihen zurückgehend, 
den Grenzwertb, welchen die Summe einer Anzahl Glieder erreicht, wenn diese 
Anzahl ins Unendliche wachsend angenommen wird, und diese Frage ergründete 
er vollständig mittelst der genauen Bestimmung des Grenzwerthes eines einfachen 
bestimmten Integrales, welches, wegen der vielfachen Anwendungen, die es ge- 
stattet, seitdem zu den Grundlagen der Theorie der bestimmten Integrale ge- 
rechnet wii'd. 

Nach derselben Methode und mit denselben Mitteln hat Dirichlet auch 
die allgemeinere und complicirtcre Untersuchung der Convergenz der nach 
Kugelfunctionen geordneten Entwickelung einer willkürlichen Function zweier 
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unabhängigen Variablen durchgeführt, wobei es Überdies nur noch darauf ankam, 
den Ausdruck der Kugelfunctionen durch bestimmte Integrale in der Art passend 
zu wählen, dass die Summe einer unbestimmten Anzahl der ersten Glieder 
dieser Entwickelung, deren Coefficienten als Doppelintegrale gegeben sind, 
mögliebst einfach und in einer Form sich ergab, in welcher der Grenzwerth 
derselben mittelst des gefundenen Grenzwerthes jenes einfachen Integrales leicht 
bestimmt werden konnte. 

Nicht bloss die speeielle Theorie dieser beiden Arten von Keihenentwicke- 
lungen, sondern auch die allgemeine Theorie der unendlichen Reihen, fand 
DiRiCHLET in einigen wesentlichen Punkten noch unbegründet vor. Man wusste 
zwar, dass divergente Reihen keine bestimmten Werthe haben, aber man über- 
trug die für endliche Reihen gültigen Regeln und Schlüsse immer noch in zu 
naiver Weise auf die unendlichen Reihen, und man hatte nie daran gedacht, 
dass selbst die elementarste Regel, nach welcher eine jede algebraische Summe 
von der Ordnung ihrer Theile unabhängig ist, für die aus unendlich vielen 
Theilen bestehenden Summen aufhören könnte richtig zu bleiben, bis Dirichlet 
nachwies, dass es eine Klasse convergenter Reihen mit positiven und negativen 
Gliedern giebt, welche andere Werthe erhalten und selbst divergent werden 
können, wenn nur die Reihenfolge ihrer Glieder geändert: wird. Die hierdurch 
gewonnene tiefere Einsicht in das Wesen der unendlichen Ätzdrücke ist auch 
fllr die Behandlung der bestimmten Integrale maassgebend geworden, da die 
DiRiCHLKT'sche Bemerkung, auf mehrfache Integrale angewendet, deren obere 
Grenzen unendlich sind, gezeigt hat, dass es ebenso eine ganze Klasse derselben 
giebt, bei denen Veränderungen in der Reihenfolge der Integrationen ganz 
andere Werthe hervorbringen können. 

Die allgemeine Theorie der bestimmten Integrale hat Dirichlet mit 
besonderer Vorliebe in seinen Vorlesungen behandelt, in welchen er die früher 
als Einzelheiten zerstreuten Resultate durch saehgemässe Anordnung und Me- 
thode, unter Ausschliessung aller nicht in dieser Theorie selbst liegenden äusseren 
Hülfsmittel zu einem zusammenhängenden Ganzen verbunden hat. Ausserdem 
hat er diese Diaciplin durch Erfindung einer neuen, eigenthümlichen Integrations- 
methode bereichert, deren Hauptgedanke darin besteht, durch Einführung eines 
discontinuirlichen Factors die Grenzen, innerhalb deren die Integrationen , sich 
zu halten haben, in der Art überschreitbar zu machen, dass beliebig andere, je- 
doch weitere und namentlich auch unendlich weite Grenzen anstatt der ge- 
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gebeneil genommen werden können, ohne dass der Werth des Integrales da- 
durch geändert wird. In den Anwendungen dieser Methode auf die Attraction 
der Ellipsoide und auf die Werthbeßtimmung eines neuen vielfachen Integrales 
hat er auch gezeigt, dass sie, mit Geschicklichkeit gehandhabt, die Lösungen 
gewisser schwieriger Probleme auf einfacherem Wege zu geben vermag als die 
anderen bekannten Integrationsmethoden. 

"Während der Beschäftigung mit diesen analytischen Arbeiten Hess 
DiRiCHLET niemals davon ab, auch die grossen Probleme seiner Lieblingsdisciplin, 
der Zahlentheorie, in seinen Gedanken zu hegen und der Lösung derselben 
nachzusinnen. In seinem überall zur Einheit strebenden Geiste konnte er diese 
beiden Gedankensphären nicht neben einander bestehen lassen, ohne den inneren 
Beziehungen derselben nachzuforschen, in denen er die Erkenntniss mancher 
tief verborgenen Eigenschaften der Zahlen suchte und wirklich fand. Seine An- 
wendungen der Analysis auf die Zahlentheorie, welche hieraus hervorgegangen 
sind, unterscheiden sich von allen früheren derartigen Versuchen wesentlich 
dadurch, dass in ihnen die Analysis der Zahlentheorie in der Art dienstbar 
gemacht ist, dass sie nicht mehr nur zufällig manche vereinzelte Resultate für 
dieselbe abwirft, sondern dass sie die Lösungen gewisser allgemeiner Gattungen, 
auf anderen Wegen noch ganz unzugänglicher Probleme der Arithmetik mit 
Nothwendigkeit ergeben muss. Diese DiRiCHLET'schen Methoden sind für die 
Zahlentheorie in ähnlicher Weise Epoche machend, wie die DESCARTEs'schen 
Anwendungen der Analysis für die Geometrie; sie würden auch, eben so wie 
die analytische Geometrie, als Schöpfong einer neuen mathematischen Disciplin 
anerkannt werden müssen, wenn sie sich nicht bloss auf gewisse Gattungen, 
sondern auf alle Probleme der Zahlentheorie gleichmässig erstreckten. 

Die erste Anwendung, welche Dirichlet von seiner neuen Methode ge- 
macht hat, betrifft den sehr einfachen Satz: dass jede arithmetische Reihe, 
deren Glieder nicht alle einen gemeinschaftlichen Factor haben, unendlich viele 
Primzahlen enthält, welcher wegen seines ganz elementaren Charakters in vielen 
arithmetischen Untersuchungen von grosser Bedeutung ist, und namentlich auch 
in dem ersten von Legendre versuchten Beweise des quadratischen Reciprocitäts- 
gesetzes nur als ein unbewiesenes Resultat gebraucht worden war. Die eigen- 
thümliche Art, wie Eüler aus der Verwandlung eines nor die Primzahlen ent- 
haltenden Products in eine divergente unendliche Reihe, geschlossen hatte, 
dass die Anzahl aller Primzahlen unendlich gross ist, gab Dirichlet die Ver- 
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anlassung zur allgemeineren Anwendung der unendlichen Reihen und unendlichen 
Producte, und indem er diese analytischen Hülfsmittel dem Zwecke seiner 
Untei^uchung gemäss einzurichten suchte, gelangte er zu dem Fundamental- 
satze seiner neuen Methode, welcher den Grenzwerth einer allgemeinen Reihe 
von Potenzen positiver, abnehmender Grössen bestimmt, deren gemeinschaftlicher 
Exponent sich der Grenze Eins nähert. Die Anwendung auf den Beweis des 
Satzes über die arithmetische Reihe erfordert die Entwickelung einer bestimmten 
Gruppe von unendlichen Producten in unendliche Reihen, und es kommt als- 
dann darauf an zu beweisen, dass das Prociuct dieser unendhchen Reihen un- 
endlich gross wird , wenn der gemeinschaftliche Potenzexponent aller Glieder 
sich dem Grenzwerthe Eins nähert. Da der erste Factor dieses Products nach 
dem angegebenen Fundamentalsatze nothwendig unendlich gross wird, so kommt 
es ferner nur darauf an zu zeigen, dass das Froduct aller Übrigen Factoren 
nicht gleich Null werden kann. Obgleich diese unendlichen Reihen mittelst 
Logarithmen und Kreisbogen sich in endlicher Form summiren lassen, so bot 
die vollständige Erledigung dieses wichtigen Punktes, namentlich füi* den Fall, 
wo die Differenz der arithmetischen Reihe eine zusammengesetzte Zahl ist, sehr 
bedeutende Schwierigkeiten dar, welche Dieichlet in der ersten Bearbeitung 
dieser Untersuchung nur durch sehr complicirte und indirecte Betrachtungen 
hatte überwinden können; aber gerade diese Schwierigkeit wurde ihm die Ver- 
anlassung zu einer zweiten Anwendung der Analysis auf die Zahlentheorie, in 
welcher eine seiner bedeutendsten und glänzendsten Entdeckungen, nämlich die 
Bestimmung der Klassenanzahl der quadratischen Formen, für eine jede ge- 
gebene Determinante, enthalten ist. Die Schwierigkeit der ersten Untersuchung 
wurde durch diese zweite auf die einfachste Weise erledigt, indem sie von 
selbst ergab, dass jenes Product nicht gleich Null sein kann, ohne dass zu- 
gleich die Klassenanzahl der quadratischen Formen gleich Null sein mi^ste. 

Die Bestimmung dieser Klassenanzahl beruht auf der Betrachtung der 
doppelt unendlichen Summe, deren allgemeines Glied die Einheit, dividirt durch 
eine Potenz einer quadratischen Form ist, deren Exponent der Eins unendlich 
nahe genommen wird. Diese Summe, welche sich auf alle ganzzahligen Werthe 
der beiden unbestimmten Veränderlichen, mit gewissen Einschränkungen, und 
auf alle nicht äquivalenten Formen derselben Determinante erstreckt, wird auf 
zwei verschiedenen Wegen bestimmt, einmal indem die repräsentirenden Formen 
sämmtlieher Klassen zusammengefasst, das anderemal indem sie einzeln be- 
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trachtet werden. Da die Summe für jede dieser Klassen denselben Werth er- 
hält, so ergiebt sich die Gesammtsumme gleich einer solchen Einzelsumme, multi- 
plicirt mit der Klassenanzahi. Die Form, in welcher der hierdurch gewonnene 
Ausdruck der Klassenanzahl schliesslich sich darstellt, ist für negative und für 
positive Determinanten wesentlich verschieden und offenbart in beiden Fällen 
einen überraschenden Zusammenhang der Klassenanzahl mit ganz verschiedenen 
Gebieten der Zahlentheorie, nämlich für negative Determinanten mit den qua- 
dratischen Resten und Nichtresten, und für positive Determinanten mit den 
beiden vor allen anderen ausgezeichneten Auflösungen der Pell' sehen Gleichung, 
der die kleinsten Zahlen enthaltenden Fundamentalauflösung und der aus der 
Theorie der Kreistheilung sich ergebenden Auflösung, welche letztere Dirichlet 
in einem kleinen Aufsatze: über die Auflösung der PELL'schen Gleichung durch 
Kreisfunctionen, zuerst angegeben hat. Eine tiefere Einsicht in den Zusammen- 
hang dieser ganz heterogen erscheinenden Gegenstände mit der Klassenanzahl 
und unter einander hat seitdem nicht können gewonnen werden, weil Über- 
haupt noch keine andere Methode als die Dirichlet' sehe exbtirt, welche der- 
gleichen schwierige Fragen zu lösen vennöchte. 

Obgleich der Ruhm dieser grossen Entdeckung Dirichlet allein gebührt, 
insofern er sie vollständig aus seinem eigenen Geiste geschöpft hat, so kann 
doch ein gewisser Antheil, welchen Jacobi und Gauss daran haben, nicht 
unerwähnt gelassen werden. Jacobi hatte aus der Vergleichung gewisser 
Sätze der Kreistheiiung und der Zusammensetzung der quadratischen Formen 
die Klassenanzahl für diejenigen Formen, deren Determinante eine negative 
Primzahl ist, schon einige Jahre früher mehr errathen als erschlossen, und da 
eine Reihe berechneter Zahlen beispiele seine Vermuthung bestätigten, so hatte 
er sie auch veröffentlicht. Dieselbe musste aber auf Dirichlet's Entdeckung 
ohne Einflnss bleiben, weil er nach seiner Methode nicht darauf ausgehen 
konnte, ein bestimmtes Resultat in einer fertigen Form zu beweisen, sondern 
lediglich es zu finden, und zwar so, dass über die Form desselben sich in 
keiner Weise etwas vorherbestimmen Hess. Gauss aber war, wie die von ihm 
hinterlassenen Papiere gezeigt haben, schon seit längerer Zeit im Besitze des 
vollständigen Ausdrucks der Klassenanzahl für negative Determinanten, den er 
nicht durch Induction, sondern wahrscheinhch nach einer der DiRicHLET'schen 
ähnlichen Methode gefunden hatte. Dass er dieses Resultat, so wie auch eine 
ganze Reihe der wichtigsten und glänzendsten, erst später von Abel und Jacobi 
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gemachten Entdeclaingen, welche sich in seinem Schreibpulte vorgefunden haben, 
niemals veröffentlicht hat, scheint aber nicht allein in einer unerklärlichen 
Eigenthümlichkeit dieses ausserordentlichen Mannes seinen Grund zu haben, son- 
dern wohl auch darin, dass die von ihm angewendeten Methoden nicht in allen 
Punkten ihm selbst genügt haben mögen, und dass er lieber nichts geben 
wollte als etwas Mangelhaftes. 

Die Anwendung seiner Methode auf die Theorie der quadratischen Formen 
hat DiRiCHLET nicht auf die Klassenanzahl allein, sondern auch auf alle mit 
dieser verwandten Fragen erstreckt, welche die Eintheilung der Klassen in 
Gattungen und Ordnungen betreffen, und er hat dadurch den interessantesten, 
aber wegen der Schwierigkeit der Methoden am schwersten zu verstehenden 
Abschnitt der GAUSsischen disquisitiones arithmeticae auf einem neuen Wege 
zugänglich gemacht. Ausserdem hat er nach ähnliehen Principien, wie für die 
arithmetische Reihe, auch für die quadratischen Formen den Satz bewiesen, 
dass durch jede Form, deren drei Coefficienten keinen gemeinschaftlichen Factor 
haben, unendhch viele Primzahlen dargestellt werden. 

Als er später in einer besonderen Abhandlung die Theorie der quadrati- 
schen Formen unter dem Gesichtspunkte behandelte, dass die Coefficienten und 
die Veränderlichen der Form als complexe, aus der Zerlegung der Summe 
zweier Quadrate in imaginäre Factoren entstehende, ganze Zahlen betrachtet 
werden, erhielt er aus der Anwendung seiner Methode auf dieselben noch 
mehrere neue und überraschende Resultate, von denen ich hier namentlich zwei her- 
vorzuheben habe, welche dadurch von besonderer Bedeutung sind, dass sie tiefere 
Blicke in die verborgensten Eigenschaften der Formen höherer Grade eröffnen. Die 
Klassenanzahl der quadratischen Formen mit complexen Coefficienten wird durch 
Reihen ausgedrückt, welche, wie Dirichlet leider nicht vollständig entwickelt, 
sondern nur angedeutet hat, sich nicht durch Kreisfunctionen, sondern durch 
Lemniscatenfunctionen summiren lassen; diese stehen also hier zu den Auflösungen 
der betreffenden PELL'schen Gleichung, oder allgemeiner gesagt, zu den Ein- 
heiten in derselben Beziehung, wie die Kreisfunctionen zu den Einheiten der 
nichtcomplexen quadratischen Formen. Da die hier betrachteten Formen auch 
als zerlegbare Foi-men des vierten Grades mit vier Veränderlichen aufgefasst 
werden können, so deutet dieses Residtat überhaupt auf einen noch unerforschten 
innigen Zusammenhang, in welchem gewisse Formen höherer Grade zu be- 
stimmten, und zwar periodischen, transcendenten Functionen der Analysis 
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stehen. Ferner liat Dirichlet gefiinden, dass in dem besonderen Falle, wo die 
Determinante eine nichtcomplexe Zahl ist, die Klassenanzahl dieser complexen 
quadratischen Formen aus zwei Factoren besteht, welche beide einzeln die 
Klassenanzahlen der nichtcomplexen Formen derselben Determinante ausdrücken, 
der eine för die negative Determinante, der andere für die positive. Dieses 
Beispiel offenbarte zuerst die allgemeinere Natm- dieser Ausdrücke, welche in 
allen später ermittelten Klassenanzahlen von Formen höherer Grade sich wieder- 
findet, nämlich dass sie aus zwei wesentlich verschiedenen, ganzzahligen Factoren 
bestehen, deren einer allein durch die Einheiten, der andere aber durch Potenz- 
reste in Beziehung auf die Determinante bestimmt ist. 

Für diejenigen zerlegbaren Formen höherer Grade, deren lineare Factoren 
keine anderen Iri'ationalitäten, als Einheitswurzeln für einen Primzahl-Exponenten, 
enthalten, hat Dirichlet während seines Aufenthalts in Italien die Klassenanzahl 
bestimmt, aber er hat von dieser Arbeit leider nichts veröffentlicht. 

Endlich sind hier noch die interessanten und neuen Resultate zu erwähnen, 
welche Dikichlet aus der Anwendung seiner Methode auf die Bestimmung der 
mittleren Werthe, oder asymptotischen Gesetze für die in der Zahlentheorie 
überall auftretenden, scheinbar ganz regellos fortschreitenden, ganzzahligen Func- 
tionen gewonnen hat. Dieselben betreffen die schon fi-üher von Euler, Legendre 
und Gauss behandelte Frage über die Häufigkeit des Vorkommens der Prim- 
zahlen in der natürlichen Zahlenreihe, ferner die von Gauss angedeuteten mitt- 
leren "Werthe der Klasaenanzahl der quadratischen Formen und der Anzahl der 
Gattungen derselben, und ausserdem mehrere in den Elementen der Zahlentheorie 
vorkommende, auf die Divisoren und die Reste der Zahlen bezügliche Functionen. 
Merkwürdigerweise ist es gerade bei dieser Art von Untersuchungen, flir welche 
die analytische Behandlungsweise ganz besonders geeignet erscheint, Dirichlet's 
fortgesetzten Bemühungen gelungen, die analytischen Methoden in vielen Fällen 
durch rein arithmetische zu ersetzen, und auf diesem Wege noch einige neue 
und Überraschende Resultate zu gewinnen, von denen ich hier nm- das eine an- 
führen will, dass bei der Division einer gegebenen Zahl durch alle kleineren 
Zahlen die Reste, welche kleiner als die Hälfte des Divisors sind, durchschnitt- 
lich viel häufiger vorkommen, als die welche grösser sind. 

Die in dem Vorhergehenden erwähnten, gewisse Foniien höherer Grade 
mit mehreren Veränderlichen betreffenden Untersuchungen führten Dirichlet 
auf die allgemeine Theorie der zerlegbaren Formen aller Grade, welche mit 
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der allgemeinen Theorie der durch Gauss in die Wissenschaft eingeführten com- 
plexen Zahlen wesentlich identisch ist. Was er über diesen wichtigen Gegen- 
stand veröffentlicht hat, beschränkt sich zwar nur auf einige skizzenhafte, kurze 
Mittheilungen in den Monatsberichten unserer Akademie, aber es enthält dessen 
ungeachtet ausser den allgemeinen leitenden Gedanken auch die Lösung der 
hauptsächlichsten fundamentalen Schwierigkeiten; namentlich sind die Sätze über 
die Einheiten und die Hauptmomente für die Beweise derselben so vollständig 
angegeben, dass dieser TheU der Theorie sich ganz im Sinne ihres Urhebers 
möchte ausführen lassen. Welcher bedeutende Nutzen der Wissenschaft aus 
einer vollständigen Bearbeitung dieser allgemeinen Theorie erwachsen würde, 
lässt sich schon an dem, was Disichlet von derselben gegeben hat, deuthch 
erkennen; denn man findet hierin die wesentlichsten und schönsten Eigenschaften 
der betreffenden specielleren Theorieen, namentlich auch der quadratischen Formen 
wieder, welche in der ihrer Natur entsprechenden Allgemeinheit nicht in com- 
plicirterer Gestalt sich darstellen, sondern, gereinigt von den allem Specieilen 
anhaftenden, unwesentUchen Bestimmungen, erst in ihrer wahren Einfachheit und 
Grösse erkannt werden können. 

Die Vorlesungen über Zahlentheorie, welche Dirichlet an der hiesigen 
Universität, und überhaupt auf deutschen Universitäten zuerst eingeführt hat, 
veranlassten ihn auch auf die mehr elementaren Theile dieser Disciplin, und 
namentlich auf die Vereinfachung der GAiiSsischen Methoden und Beweise, einen 
besonderen Fleiss zu verwenden. Unter denjenigen hierher gehörenden Arbeiten, 
die er nicht bloss seinen Zuhörern mündlich mitgetheilt, sondern gelegentiich 
auch anderweit veröffentlicht hat, ei-wähne ich hier zunächst die neuen Bearbei- 
tungen zweier GAUSsischen Beweise des quadratischen Eeciprocitätsgesetzes, näm- 
lich des ersten in den Bisquisitiones gegebenen, welcher aber selbst in der 
Dirichlet' sehen klaren und sachgemässen Bearbeitung anderen Beweisen dieses 
Satzes an Einfachheit nachsteht, und nur das Eine für sich hat, dass er keine 
anderen, als die in der Theorie der quadratischen Reste selbst liegenden Hülfs- 
mittel verlangt, und des vierten GAUSsischen Beweises, der aus der Summation 
gewisser endlicher Reihen hergeleitet ist, deren absoluter Werth sich sehr leicht 
angeben lässt, während in der Bestimmung des zugehörigen Vorzeichens die 
ganze Schwierigkeit liegt, welche Dirichlet durch die Summation dieser Reihen 
mittelst bestimmter Integrale bewältigt hat. Femer ist die als akademische 
Gelegenheitsschrift herausgegebene neue Bearbeitung der Lehre von der Zu- 
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sammensetzung der quadratischen Formen besonders hervorzuheben, in welcher 
er die bei Gauss nur durch einen schvrer zu bewältigenden Apparat von Formeln 
erarbeiteten Sätze dadurch auf die einfachste Weise hergeleitet hat, dass er, 
auf das Wesen der Sache gehend, anstatt der Formen, die durch dieselben dar- 
zustellenden Zahlen betrachtet. Auch die schon oben erwähnte Arbeit über die 
Theorie der quadratischen Formen für complexe Zahlen kann hierher gerechnet 
werden, insofern die einfachen Methoden derselben überall auch auf die gewöhn- 
lichen quadrat^chen Formen anwendbar sind, wodurch sie zugleich die Stelle 
einer einfachen und gründlichen systematischen Darstellung dieser elementaren 
Theorie vertritt. Endlich gehören hierher noch die neuen Beweise der Sätze 
über die Anzahl der Zerlegungen der Zahlen in vier und in drei Quadrate, und 
die allgemeine Reduction der positiven quadratischen Formen mit drei Veränder- 
lichen, weiche letztere zuerst von Seebek in äusserst complicirter Weise aus- 
geführt worden war. Im allgemeinen erkennt man an den Methoden, durch 
welche Dirichlet in diesen Arbeiten die Zahlentheorie vereinfacht und leichter 
zugänghch gemacht hat, dass sie hauptsächlich aus dem gründlichen Studium 
der allgemeineren Theorieen geschöpft sind; die Beweise der Sätze stützen sich 
darum nicht auf die speciellen und zu&liigen Bestimmungen, sondern durch- 
gängig auf die wesentlichen Eigenschaften der betreffenden zahlentheoretischen 
Begriffe, und vermitteln so im Speciellen zugleich die Erkenntniss des Allgemeinen. 

Dirighlet's Arbeiten aus dem Gebiete der mathematischen Physik und 
Mechanik gingen ursprünglich von Fourier's Wärmetheorie aus, welche, wie 
schon oben bemerkt worden, zugleich die Quelle seiner ersten analytischen Ar- 
beiten gewesen ist. Er hat jedoch nur eine die Wärmetheorie selbst betreffende 
Arbeit veröffentlicht, nämlich eine strenge und einfache Lösung der schon von 
FoüRiER behandelten Aufgabe; den Wärmezustand eines unendlich dünnen Sta.bes 
zu bestimmen, für dessen beide Enden die Temperaturen als Functionen der Zeit 
gegeben sind. 

Später überwog bei ihm das Interesse an den durch Gauss angeregten 
Fragen und ausgeführten mathematisch -physikalischen Untersuchungen, und er 
wählte besonders die Theorie der nach den umgekehrten Quadraten der Ent- 
fernungen wirkenden Kräfte zum Gegenstande seiner Forechungen, Über welche 
er auch besondere Vorlesungen an der Universität hielt. Von den zwei hierher 
gehörenden, von ihm veröffentlichten Abhandlungen giebt die eine die Lösung 
der Angabe; die Dichtigkeit einer unendlich dünnen Massenschicht zu finden, 
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mit welcher eine Kugeloberfläche so zu belegen ist, dass das Potential füi' jeden 
Punkt deraelben einen gegebenen, continuirlich veränderlichen "Werth habe, eine 
Aufgabe, von welcher Gauss nachgewiesen hatte, dass sie für jede Fläche eine 
bestimmte Lösung habe, und dass für die Kugelfläche diese Lösung auch ana- 
lytisch ausführbai' sei. Es kam hierbei namentlich darauf an, den Ausdruck 
der nach Kugelfunctionen entwickelten Dichtigkeit, welcher sich aus dem ent- 
sprechenden Ausdrucke des gegebenen Potentialwerthes leicht ergiebt, in Betreff 
der Oonvergenz zu untersuchen, da diese aus der oben schon erwähnten Dirichlet- 
schen Abhandlung über die Oonvergenz der nach Kugelfunctionen geordneten 
Reihen nicht unmittelbar folgte, indem die Dichtigkeit stellenweis auch unend- 
lich gross sein könnte. Die genaue Unt-ersuchung dieses Punktes ergiebt das 
Resultat, dass die Oonvergenz dieser Reihe wirklich nicht allgemein ohne Aus- 
nahme stattfindet, dass dieselbe vielmehr gewissen Bedingungen unterworfen 
ist, deren Nichtvorhandensein in der That bewirkt, dass diese Reihe divergent 
wird. Das Endresultat wird sodann durch Ausführung der Summationen so ver- 
einfacht, dass es keine andere unendUche Operation, als eine doppelte Integration 
erfordert. Die zweite hierhin gehörende kurze Abhandlung betrifft, das Potential 
als solches, und enthält insofern eine neue Definition desselben, als Dirichlet 
nachweist, dass die bekannte Gleichung unter den zweiten partiellen Differential- 
quotienten, verbunden mit gewissen Bedingungen der Continuität und Endlich- 
keit, denen das Potential und seine ersten Differentialquotienten genügen, das- 
selbe in der Art bestimmt, dass keine andere analytische Function als das Po- 
tential allen diesen Bedingungen genügt. Es kann demnach jeder gefundene 
Ausdruck eines Potentials durch Differentiation a posteriori gepiüft und veri- 
ficirt werden. Diese neue Ai-t der Definition analytischer Functionen mittelst 
Oontinuitäts-Bedingungen ist seitdem durch Dirichlkt's Nachfolger in Göttingen, 
Herrn Professor Riemann, zu einem eigenen Principe der Analysis erhoben 
worden, welches sich in dessen Arbeiten schon jetzt als ausserordentlich frucht- 
bar bewährt hat und daau bestimmt zu sein scheint, in der Richtung, welche 
die Analysis in neuerer Zeit verfolgt, die Lösung ihrer Probleme weniger durch 
Rechnung als durch Gedanken zu zwingen, eine neue Epoche zu begründen. 

Die Untersuchung der Stabilität des Gleichgewichts, in welcher Dirichlet 
zuerst streng bewiesen hat, dass jedem Maximum der Kräftefunction wirklich 
eine Lage des stabilen Gleichgewichts entspricht, Ist in einem ähnlichen Sinne 
ausgeführt, und hat dadurch, dass anstatt der analytischen Regeln filr die Be- 
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Stimmung der Maxima der Functionen nur der ursprüngliche Begriff des Maxi- 
mum angewendet wird, nicht allein die ausnahmslose AUgemeingiiltigkeit, welche 
allen früheren Beweisen mangelte, sondern auch eine wunderbare Einfachheit 
und Klarheit erlangt. 

DiRiCHLET hat in seinen Untei'suchungen über die Bewegung der Flüssig- 
keiten, das erste Beispiel einer wirklich ausgeführten Integration der allgemeinen 
Differentialgleichungen der Hydrodynamik gegeben, nämlich für den Fall, dass 
in einer unendlich grossen, ursprünglich ruhenden Masse der Flüssigkeit eine 
Kugel sich bewegt, welche von irgend welchen accelerirenden Kräften nach einer 
Constanten Richtung hin bewegt wird und durch ihre Bewegung die Flüssigkeit 
selbst in Bewegung versetzt. Er findet dabei das sehr merkwürdige, den ge- 
wöhnlichen Vorstellungen vom Widerstände der Flüssigkeiten widersprechende 
Resultat, dass der Widerstand, den die Kugel bei ihrer Bewegung zu erleiden 
hat, nicht von ihrer Geschwindigkeit selbst, sondern nur von dem Zuwachse 
derselben abhängig ist, so dass, wenn die accelerirenden Kräfte aufhören auf 
die Kugel zu wirken, auch der Widerstand vei^chwindet, und die Kugel in der 
Flüssigkeit eine constante Bewegung in gerader Linie macht. 

Endlich ist hier noch die Abhandlung über ein Problem der Hydro- 
dynamik zu erwähnen, welche zugleich Dirichlet's letzte Arbeit gewesen ist. 
Dieselbe giebt ein anderes Beispiel einer nicht bloss angenäherten, sondern 
strengen Integration der allgemeinen hydrodynamischen Gleichungen in der Be- 
stimmung der Bewegung einer Flüssigkeit, von welcher vorausgesetzt wird, dass 
die einzelnen Massentheilchen in ihrer Bewegung fortwährend eine gewisse Be- 
dingung der Affinität bewahren, und dass die ursprüngliche Form der Flüssig- 
keit die eines Ellipsoids ist. Dirichlet beweist, dass eine solche Bewegung in 
der That möglich ist, und dass während der ganzen Dauer derselben die Flüssig- 
keit die Gestalt eines Ellipsoids behält, mit demselben Mittelpunkte, aber mit 
veränderhcher Lage und Grösse der Haaptaxen. In dem besonderen Falle, wo 
es sich um ein Umdrehungs-EUipsoid handelt, lassen sich alle Integrationen voll- 
ständig auf Quadraturen zuinlckführen, und die Flüssigkeit macht isochrone 
Schwingungen, indem sie abwechselnd die Form eines verlängerten und eines 
abgeplatteten Ellipsoids anninmit. 

Ehe ich nun von der Betrachtung der wissenschaftlichen Werke Dirichlet's 
wieder zu der Schilderung seines Lebens zurückkehre, habe ich noch eine all- 
gemeine Bemerkung hervorzuheben, zu welcher eine Vergleichung derselben mit 
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den Arbeiten Jacobi's auffordert. Da diese beiden Männei" gleichzeitig, ein 
Vierteljahrhundert hindurch, an der Fortentwickelung der mathematischen Wissen- 
schaften gearbeitet haben und persönlich nahe befreundet in regem wissenschaft- 
lichen Verkehr mit einander standen, so ist es eine sehr auffallende Erschei- 
nung, dass ihre Schriften, obgleich sie vielfach dieselben besonderen Fächer be- 
treffen, doch fast gar keine unmittelbaren Berührungspunkte zeigen. Die 
speciellen Gegenstände ihrer Forechungen sind, mit wenigen sehr unbedeutenden 
Ausnahmen durchai^ verschieden, und selbst davon, dass der eine die Resul- 
tate des anderen zu seinen eigenen Untersuchungen benutzt hätte, sind kaum 
einige Beispiele aufzufinden. Dieser Mangel an Beziehungen in ihren Schriften 
ist aus der Verschiedenheit der Ausgangspunkte und Richtungen ihrer mathe- 
matischen Studien und Arbeiten allein nicht genügend zu erklären, und hat 
seinen Grund vielmehr darin, dass beide es geflissenÜieh vermieden in diejenigen 
Gebiete hinüberzugreifen, in denen jeder die üeberlegenheit des anderen aner- 
kannte, und dass sie selbst den Schein einer Rivalität zu vermeiden suchten. 

Die erste persönliche Bekanntschaft zwischen Dirichlet und Jäcobi 
wurde im Jahre 1829 angeknüpft, wo dieser von Königsberg nach Berlin kam, 
um hier seine Verwandten und Freunde zu besuchen. Auf einer Reise, die sie 
zusammen nach Halle, und von dort aus in Gesellschaft von Herrn W. Weber 
nach Thüringen untei-nahmen, lernten sie sich näher kennen, und da Jacobi 
die Zeit seiner Ferien öfters in Berlin verlebte, so hatten sie auch später Ge- 
legenheit zu intimerem, wissenschaftlichem und freundschaftlichem Verkehr. Als 
nachher Jacobi, von einer gefährlichen Krankheit erfasst, auf Anrathen der 
Aerzte zu seiner Wiederherstellung das mildere Klima Italiens aufsuchen musste, 
ergriff Dirichlkt, der schon seit längerer Zeit eine Reise nach Italien beabsich- 
tigt hatte, diese Gelegenheit mit Jacobi zusammen einen Winter in Rom zu 
verleben, und reiste im Herbste des Jahres 1843 mit seiner ganzen Familie 
dahin ab. Da zugleich auch unsere CoUegen Herr Steiker und Herr Borchardt 
diesen Winter in Rom zubrachten, so war die deutsche Mathematik in dieser 
Zeit dort sehr glänzend und vielseitig vertreten. Dirichlet blieb ein und ein 
halbes Jahr in Italien, erstreckte seine Reise auch nach Sicilien, und verlebte 
den nächsten Winter in Florenz. Bei seiner Rückkehr fand er Jacobi in Berlin, 
da dieser inzwischen durch die Gnade und Munificenz Sr. Majestät des Königs 
von Königsberg beurlaubt und hierher berufen worden war, damit er, ohne ein 
bestimmtes Amt zu bekleiden, füi' seine Gesundheit sorgen und ganz der Wissen- 
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Schaft leben könne. Das gememscliaftliche Interesse der Erkenntniss der Wahr- 
heit und der Förderung der mathematischen Wissenschaften blieb die feste 
Grundlage des freundschaftlichen Verhältnisses, in welchem Jacobi und Dieichlet 
hier zusammen lebten. Sie sahen sich fast täglich und verhandelten mit einander 
allgemeinere oder speciellere wissenschaftliche Fragen, deren geistvolle Eröi'terung 
gerade durch die Verschiedenheit der Standpunkte, von denen aus beide das 
Gresammtgebiet der mathematischen Wissenschaften überschauten, ein stets neues 
und lebendiges Interesse behielt. Jacobi, der dm'ch die wunderbare Fülle seines 
Geistes nicht minder als durch die Tiefe seiner mathematischen Forschungen 
und den Glanz seiner Entdeckungen sich überall die ihm gebührende Aner- 
kennung zu erwerben wusste, genoss damals einen weit ausgebreiteteren Ruf 
als DiRiCHLET, der die Kunst sich selbst geltend zu machen nicht besass, und 
dessen, hauptsächlich nur die schwierigsten Probleme der Wissenschaft behan- 
delnde Schriften einen weniger ausgebreiteten Kreis von Lesern und Bewun- 
derern hatten. Dieses Missverhältniss der äusseren Anerkennung und der wissen- 
schaftlichen Bedeutung Dirichlet's wurde von keinem richtiger erkannt als 
von Jacobi, und kein anderer war zugleich geschickter und thätiger dasselbe 
auszugleichen und seinem Freunde auch in weiteren Kreisen die verdiente 
Anerkennung zu verschaffen. Seiner Thätigkeit ist es auch hauptsächlich zu- 
zuschreiben, dass DiKiCHLET unserer Akademie erhalten wurde, als im Jahre 1846 
die Badische Regierung ihn für die Universität Heidelberg zu gewinnen beab- 
sichtigte. Zwei Briefe, die er in dieser Angelegenheit an Alexander von Hum- 
boldt und an Seine Majestät den König gerichtet hat, geben in wenigen starken 
und treffenden Zügen eine lebendige Darstellung von Dirichlet's wissenschaft- 
licher Grösse und von dem unersetzlichen Verluste, welcher die exacten Wissen- 
schaften in Preussen, die Akademie, die Universität und besonders auch ihn 
selbst treffen würde, wenn Dirichlet unser Vaterland verlassen sollte. 

Dieser drohende Verlust, welcher damals glücklich abgewendet wurde, 
ti'af uns neun Jahre später, nachdem Jacobi und Gauss dahingeschieden waren, 
um so empfindlicher. 

Die Universität Göttingen, welche ein halbes Jahrhundert hindurch den 
Ruhm genossen hatte, den ersten aller lebenden Mathematiker zu besitzen, war 
eifrig bemüht, durch Dikichlet's Berufung an Gauss' Stelle sich diesen Ruhm 
auch ferner zu erhalten, und wandte sich an ihn zunächst mit der Anfrage: 
ob und unter welchen Bedingungen er geneigt sein möchte, einen Ruf dahin 
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anzunehmen. Dirichlet hatte hier einen Wirkungskreis, wie er ihn an einer 
anderen Universität wiederaufinden kaum erwarten konnte, er genoss in hohem 
Grade die Verehrung seiner Zuhörer und die Achtung und Liebe seiner Gollegen 
und war ausserdem durch nahe FaraiUenbande an Berlin gefesselt. Das einzige, 
was ihm eine Veränderung seiner Lage wünsch enswerth machte, war, dass durch 
den Unterricht an der Kriegsschule seine Kräfte zersplittert wurden, die er gern 
ganz der Universität und der "Wissenschaft gewidmet hätte. Es war daher sein 
lebhafter "Wunsch von der Stellung an der Kriegsschule entbunden zu werden, 
und diesen Ausfall seiner Einnahmen von Seiten der Universität gedeckt zu 
erhalten. Da ihm die Berufung nach Gröttingen die Gelegenheit bot, seinen 
Zweck auf die eine oder die andere Art sicher zu erreichen, so erklärte er auf 
die an ihn ergangene Anfrage, dass er einer officiellen Berufung von Seiten der 
Königl. Hannoverschen Regierung Folge leisten werde, wenn nicht bis zu dem 
Eintreffen derselben seine hiesige Stellung seinen Wünschen gemäss geändert 
würde. Seine Freunde, denen er dies mittheilte, unterhessen nicht, das Königl. 
Ministerium hiervon in Kenntniss zu setzen, damit rechtzeitig Vorsorge ge- 
troffen werden möchte, den drohenden Verlust von der hiesigen Universität 
und der Akademie abzuwenden; aber der Minister von Räumer wollte nicht 
sogleich eine Entscheidung treffen, sondern erst einen officiellen Schritt der 
Königl, Hannoverschen Regierung abwarten. Diese überschickte Dirichlet als- 
bald seine förmliche Berufung durch seinen Freund Herrn Professor Wbbbe 
in Göttingen, welcher dieselbe persönlich überbrachte, und als jetzt der Minister 
VON Raumer, um ihn hier zu halten, ihm sogar mehr bot, als er gewünscht 
hatte, war es zu spät; denn da Dirichlet sich nunmehr durch seine frühere 
Erklärung für gebunden hielt, so waren keinerlei Vortheile oder Rücksichten im 
Stande, ihn anders zu bestimmen. 

Im Herbste 1855 siedelte er von hier nach Göttlngen über. Er richtete 
sich daselbst in einem eigenen, angenehm gelegenen Hause mit Garten ganz 
nach seinem Gefallen ein, und die Ruhe der kleineren Stadt, welche er seit 
seiner Jugend nicht mehr genossen hatte, ersetzte ihm hinreichend die äusseren 
Annehmlichkeiten des grossstädtischen Lebens in Berlin. Er fand auch dort 
gleichgesinnte Männer, denen er sich näher anschliessen konnte, und seine wissen- 
schaftliche und allgemeine geistige Bedeutung, verbunden mit der Anspruchs- 
losigkeit und Ehrenhaftigkeit seines ganzen Wesens, erwarben ihm bald dieselbe 
allgemeine Achtung, welche er hier genossen hatte. An der Universität fand 
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er zwar nicht einen so grossen Kreis von Zuhörern, als er hier verlassen hatte, 
aber sein Ruf als Lehrer, der nicht minder anerkannt war als sein wissen- 
schaftlicher Ruf, zog viele nach höherer Ausbildung in den mathematischen 
Wissenschaften strebende junge Männer nach Göttingen, und auch einige der 
ausgezeichnetsten akademischen Docenten daselbst wurden seine eifrigen Zuliörer, 
so dass der Erfolg seiner Vorlesungen dort verhältnissmässig nicht geringer war 
als hier. Da auch seine mathematischen Forschungen, welche ihm stets am 
meisten am Herzen lagen, durch die grössere Müsse, deren er sich erfreute, 
begünstigt wurden, so fühlte er sich in seiner neuen Stellung sehr befriedigt. 

Im Sommer des Jahres 1858, nach dem Schlüsse seiner Vorlesungen, 
reiste er nach der Schweiz und hielt sich in Montreux am Genfer See auf, 
weniger zu seiner Erholung, als vielmehr um daselbst eine in der Göttinger 
Societät der Wissenschaften zu haltende Gedächtnissrede auf Gauss und eine 
Abhandlung för die Denkschriften derselben auszuarbeiten. Als er diese schon 
oben erwähnte hydi'odynaraisehe Abhandlung beinahe vollendet hatte, wurde er 
plötzlich von einer acuten Herzkrankheit ergriffen und eilte alsbald zu seiner 
Familie nach Göttingen zurück, wo er todtkrank ankam. Der Kunst der Aerzte 
und der liebevollen Pflege der Seinigen gelang es zwar, die augenblickliche 
Lebensgefahr glücklich abzuwenden, aber er konnte sich kaum wieder etwas 
von seinem Krankenlager erheben und bedurfte zu seiner zu hoffenden gänz- 
lichen Wiederherstellung noch der grössten Ruhe des Körpers und des Geistes, 
als seine Frau, plötzlich vom Schlage getroffen, nach wenigen Stunden verschied, 
ohne dass es ihm möglich gewesen wäre, sie noch einmal zu sehen. Dieser 
unerwartete Schlag wendete seine Krankheit wieder zum Schlimmeren, und nach 
schweren Leiden erlag er derselben am 5'"" Mai 1859. 

DiEiCHLET war als Mensch durch seinen edlen Charakter nicht minder 
ausgezeichnet als in der Wissenschaft durch die Tiefe und Gediegenheit seines 
Geistes. Die Ehrenhaftigkeit, welche sein ganzes Wesen erfüllte und in allen 
seinen Handlungen rein und ungetrübt hervortrat, ging aus der hohen sittlichen 
Bildung seines Geistes und Herzens hervor und war darum nicht auf äussere 
Ehre, sondern überall nur auf die wahre innere Ehre gerichtet, deren genauen 
und strengen Maassstab er in sich selber hatte. Ehrbegierde, welche nach 
äusserer Anerkennung strebend mehr am Schein als am Wesen ihre Befriedigung 
findet, war ihm vollständig fi-emd. Auch die wissenschaftlichen Ehrenbezei- 
gungen von Seiten der gelehrten Körperschaften, die ihm im reichsten und 
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höchsten Maasse zu Theil wurden, schätzte er hauptsächlich nur, sofern er den 
Beifäll der Kenner und Sachverständigen darin erblicken konnte, sie blieben aber 
auf das klare ürtheil, welches er über den Werth seiner eigenen Leistnngen mit 
voller Unbefangenheit ausübte, ohne Einfluss. 

Wie in der "Wissenschaft, so war auch in seinem ganzen Leben die Liebe 
der Wahrheit die sittliche Grundlage seines Denkens und Handelns. Sie drängte 
in ihm die Thätigkeit der Phantasie zurück, hielt ihn frei von Vorurtheilen und 
Selbsttäuschungen und liess ihn seine volle Befriedigung nur da finden, wo er 
zu genauer und vollkommen sicherer Erkenntniss gelangen konnte. Die Wahr- 
heit in sinnbildlicher Form entsprach seinem Wesen weniger; die Wahrheiten 
aber, welche als Resultate philosophischer Speculation sich ankündigen, erschienen 
ihm im allgemeinen verdächtig. Er pflegte von der Philosophie zu sagen, es 
sei ein wesentlicher Mangel derselben, dass sie keine ungelösten Probleme habe 
wie die Mathematik, dass sie sich also keiner bestimmten Grenze bewusst sei, 
innerhalb deren sie die Wakrheit wirklich erforscht habe und über welche 
hinaus sie sich vorläufig bescheiden müsse, nichts zu wissen. Je grössere An- 
sprüche auf Allwissenheit die Philosophie machte, desto weniger vollkommen 
klar erkannte Wahrheit glaubte er ihr zutrauen zu dürfen, da er aus eigener 
Erfahrung in dem Gebiete seiner Wissenschaft wusste, wie schwer die Erkennt- 
niss der Wahrheit ist, und welche Mühe und Arbeit es kostet, dieselbe auch 
nur einen Schritt weiter zu fördern. 

Eine gewisse Schüchternheit, welche Dieichlet in seiner Jugend eigen 
gewesen war, hatte sich bei ihm im reiferen Alter zu wahrer innerer Be- 
scheidenheit veredelt, aber sie zeigte sich auch dann noch in manchen Be- 
ziehungen als natürliche Befangenheit, namentlich darin, dass er nur sehr ungern 
öffentlich auftrat, in grösseren Versammlungen nicht gern das Wort ergriff, und 
niemals Reden hielt, wo es nicht eine unabweisbare Pfiicht für ihn war. Er 
drängte sich Überhaupt niemals vor, weder mit seiner Person noch mit seinen 
Ansichten und Urtheilen, sondern war zurückhaltend, selbst da, wo sein Urtheil 
als Sachkenner in Anspruch genommen wurde, weil er gerade in solchen Fällen 
mit der gi-Össten Gewissenhaftigkeit verfuhr und erst nach allseitiger Erwägung 
sein bestimmtes Urtheil abgab. Seinem mehr auf Erkenntniss, als auf praktische 
Thätigkeit gerichteten Sinne war jedes Streben nach äusserem Einflüsse fremd. 
Er machte auch in der That in seinen äusseren Lebensbeziehungen nie einen 
anderen Einfluss geltend als denjenigen, welchen ein edler und geistvoller 
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Mann in den Kreisen, denen er angehört, unwillkürlich nnd unmittel- 
bar ausübt. 

Im geselligen und freundschaftlichen Verkehr bewährte Dibichlet überall 
die echte Humanität, welche in der allgemeinen Achtung der Persönlichkeit der 
Menschen und dem freien Gewährenlassen ihrer Eigenthümlichkeiten und Ueber- 
zeugungen begründet ist. Er hatte für die guten Seiten anderer ein offenes 
Auge und liebte es mehr, diese aufzusuchen, als bei ihren Schwächen und 
Mängeln zu verweilen, welche er niemals zum Gegenstande selbstgefälligen 
Spottes machte und nur dann bekämpfte, wenn sie einen Mangel ehrenhafter 
Gesinnung verriethen. Dieselbe Humanität zeigte er auch in seinem ausgebreiteten 
wissenschaftlichen Verkehr mit den bedeutendsten und tüchtigsten Mathematikern 
des Inlandes und Auslandes, den er lieber persönlich als brieflich unterhielt, 
weil Ihm das Briefschreiben nicht angenehm war, während er gern auf Reisen 
seine Bekannten besuchte und vielfach von ihnen aufgesucht wurde. Er zeigte 
für die Leistungen anderer stets eine sehr lebhafte Thellnahme, ging in der 
Unterhaltung gern auf ihre besonderen wissenschaftlichen Interessen ein und 
belehrte, Indem er die höheren Gesichtspunkte mitthellte, von denen er die vor- 
liegenden Fragen überschaute, ohne das Uebergewicht seines Geistes je auf 
eine drückende Weise empfinden zu lassen. 

Die tüchtigsten unter den jüngeren deutschen Mathematikern waren fast 
alle Dirichlet's frühere Zuhörer und schätzten ihn nicht bloss als ihren Lehrer, 
dem sie den besten Theil ihrer mathematischen Bddung verdankten, sondern 
waren ihm auch stets mit wahrer Liebe und Verehrung zugethan. Wie hoch er 
seinerseits die Liebe seiner Schüler zu schätzen wusste, und wie er sie vor 
allem als den höchsten Lohn seiner Lehrthätigkeit anerkannte, hat er noeli 
kurz vor seinem Tode In schöner und würdiger Weise ausgesprochen. Als er 
nach einem der letaten schweren Anfälle seiner Krankheit sich wieder etwas 
freier fühlte, äusserte er den Wunsch, einen seiner liebsten Freunde und früheren 
Schüler noch einmal zu sehen; dieser, davon benachrichtigt, reiste sogleich zu 
ihm hin und hatte das Glück, an zwei Tagen, während deren die Krankheit 
etwas nachgelassen hatte, seinen geliebten Lehrer sehen und mit ihm sprechen 
zu können. Beim Abschiede sagte Dikichlet zu Ihm; Es ist wahrlich lohnend, 
Professor zu sein, wenn man sieh solche Liebe erwirbt. 

Der Erfolg seiner Lehrthätigkeit war, äusserllch nach der Anzahl der 
Zuhörer abgemessen, namentlich in der späteren Zeit seiner akademischen Wirk- 
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samkeit, so bedeutend, wie ihn wohl kein Lehrer an einer deutschen Universität 
in dem Gebiete der höheren Mathematik aufweisen kann. Er verdankte den- 
selben keinerlei didaktischen Kunstgriffen, noch auch der Gabe eines glänzenden 
Vortrags, sondern lediglich der inneren Klarheit seines Geistes, vermöge deren 
er auch die schwierigsten Gegenstände in ihrer einfachen Wahrheit zu erfassen 
und darzustellen wusste. Dabei ersparte er seinen Zuhörern keine Anstrengung 
des Gedankens, welche zur vollständigen Erkenntniss des Gegenstandes nöthig 
ist, aber er ersparte ihnen und sich selbst gern weitläufige und zeitraubende 
Eechnungen, indem er dieselben womöglich durch einfache Gedanken ersetzte. 
Misst man den Erfolg seiner Lehrthätigkeit nach der wissenschaftlichen Tüchtig- 
keit der jüngeren Mathematiker ab, welche seine Schüler gewesen sind und ihm 
vorzüglich ihre mathematische Bildung verdanken, so kann nur Jäcoei's Wirk- 
samkeit der seinen im allgemeinen gleich erachtet, und insofern vielleicht noch 
höher geschätzt werden, als Jäcobi eine besondere mathematische Schule ge- 
gründet hat, welche in seinem Geiste und Sinne fortwirkt, während Dirichlet's 
Schüler mehr individuell verschiedene Richtungen verfolgen. 

Seine eigene wissenschaftliche Richtung war mit der Eigenthümlichkeit 
seines Greistes und Charakters so eng verbunden, dass sie nicht Geraeingut einer 
Schule werden konnte. Er liebte die vielbetretenen und bereits geebneten Wege 
der Wissenschaft nicht, sondern hatte seine Freude vielmehr daran, die prin- 
cipiellen Schwierigkeiten, welche von diesen umgangen zu werden pflegen, zum 
Gegenstande seines Nachdenkens und seiner Arbeiten zu wählen, und wenn er 
dieselben ergründet hatte, so erging er sich nicht darin, die Consequenzen der 
gewonnenen Resultate auszuspinnen, sondern arbeitete von ihnen aus lieber 
weiter in die Tiefe, wo er neue Schwierigkeiten zu überwinden fand. Seine 
Schriften sind aus diesem Grunde wenig umfangreich und bestehen meist nur 
aus kleineren Abhandlungen, in denen er bestimmte Probleme der Wissenschaft 
behandelt und vollständig ergründet. Besonders charakteristisch für seine wissen- 
schaftliche Richtung ist auch die vollkommene Strenge und Evidenz der Methoden 
imd Beweise, durch die er seine Resultate begründet, eine Eigenschaft, welche 
zwar nur einer im Wesen der Mathematik selbst liegenden Forderung ent- 
spricht, aber dessen ungeachtet auch bei den grössten Mathematikern nur 
selten in vollkommener Reinheit gefunden wird, welche namentlich in dem Ge- 
biete der Analysis erst durch Gauss zur Geltung gekommen und seitdem 
noch so wenig Allgemeingut geworden ist, dass selbst Jacobi's Schriften an 
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gewissen Stellen den Mangel derselben zeigen, den dieser auch offen ein- 
gestand. 

Dass DiRiCHLET sich selbst und seine Schriften von solchen Mängeln frei 
erhalten hat, verdankt er hauptsächlich der Liebe zu reiner und vollkommen 
sicherer Wahrheit, die ihm eigen war, ausserdem aber auch der Art and Weise, 
wie er arbeitete und der Sorgfalt, mit der er seine Schriften verfasste. Die 
Klarheit und Bestimmtheit seines Denkens und die ungewöhnliche Kraft seines 
Gedächtnisses, vermöge deren er das einmal Gredachte und Erforschte zu jeder 
Zeit vollkommen gegenwärtig behielt, machten ihm den Gebrauch der Feder 
beim Arbeiten fast ganz entbehrlich. Er hatte auch nicht eine besondere Ruhe 
oder Müsse dazu nöthig, sondern konnte auf Spaziergängen, auf Reisen, bei 
musikalischen Unterhaltungen und überhaupt in allen Lagen, wo er nicht selbst 
zu sprechen oder zu handeln nöthig hatte, seine tiefen Speculationen mit dem- 
selben Erfolge fortsetzen als an seinem Schreibtische. Als Beispiel hierfür kann 
ich anführen, dass er die Lösung eines schwierigen Problems der Zahlentheorie, 
womit er sich längere Zelt vergeblich bemüht hatte, in der Sixtinischen Kapelle 
in Rom ergründet hat, während des Anhörens der Ostermusik, die in derselben 
aufgeführt zu werden pflegt. Wenn er bedeutende Resultate gefunden hatte, 
so verwendete er den grössten Flelss darauf, durch allseitige Erforschung ihres 
Zusammenhanges unter sich und mit den verwandten Sätzen, die einfachste und 
der Natur des Gegenstandes angemessenste Methode der Herleitnng zu finden. 
Erst nachdem ihm dieses gelungen war, ging er an die schriftliche Ai^arbeitung, 
zu welcher er sich gewöhnlieh schwer entschloss, die er aber alsdann mit der 
grössten Sorgfalt ausführte. 

Von den Resultaten, welche Dirichlet in den letzten Jahren seines 
Lebens erarbeitet hat, ist der Wissenschaft nur wenig erhalten worden, weil er 
die schriftliche Ausarbeitung derselben zn lange verschoben hatte. In seinen 
hinterlassenen Papieren hat sich von mathematischen Manuscripten nichts vor- 
gefunden, als die eine hydrodynamische Abhandlung, welche vor kurzem in den 
Denkschriften der Göttinger Societät erschienen ist, von Herrn Professor Dede- 
KiND herausgegeben, dem er selbst noch ihre Vollendung übertragen hatte. 
Aus dem, was er einzelnen Freunden über die Gegenstände seiner Forechungen 
gelegentlich mitgetheilt hat, geht hervor, dass er unter anderem eine vollständige 
Theorie der ternären unbestimmten Formen zweiten Grades in seinem Kopfe 
fertig ausgeführt hatte, femer dass es ihm gelungen war, die Annäherung der 
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asymptotischen Gesetze für eine Art zahlentheoretiselier Functionen, von welchen 
die Bestimmung der Häufigkeit der Primzahlen abhängt, um einen ganzen Grad 
weiter zu treiben, und dass er einen mathematisch vollkommen strengen Beweis 
der Stabilität des Weltsystems gefunden hatte. Von einer grossen und be- 
sonders werthvollen Entdeckung aus der letzten Zeit seines Lebens, nämlich 
einer ganz neuen, allgemeinen Methode der Behandlung und Auflösung der 
Probleme der Mechanik, hat er nur gegen einen seiner Freunde, Herrn Kro- 
NECKKR, mit dem er in dem intimsten wissenschaftlichen und freundschaftliehen 
Verkehr stand, einmal im Sommer 1858 gesprochen. Er hatte selbst auf diese 
Entdeckung ein ganz besonderes Gewicht gelegt und Herrn Kroneckee ge- 
beten, vorläufig gegen niemand davon zu sprechen. Dieser hat darum erst 
nach Dirichlet's Tode seinen Freunden das mitgetheilt, was er von ihm dar- 
über erfahren hatte, namentlich dass diese Methode nicht darauf hinausgehe, die 
Integrationen der betreffenden Differentialgleichungen auf Quadraturen zurQck- 
zufuhren, weil dieses Mittel, durch welches Jacobi versucht hat, die Lösung der 
mechanischen Probleme zu gewinnen, zu beschränkt sei, dass sein Verfahi-en 
vielmehr in einer stufenweisen Annäherung bestehe, bei welcher jeder neue 
Schritt zugleich eine vollständigere und genauere Einsieht in die Natur der 
durch die Bedingungen der Aufgabe bestimmten Bewegungen gewähre, endlich 
dass die Theorie der kleinen Schwingungen zur Auffindung dieser Methode einen 
gewissen Anhalt biete. 

Der Klage über diese, vielleicht m langer Zeit nicht zu ersetzenden Ver- 
luste der Wissenschaft, deren Grösse nach den vorhandenen Andeutungen sich 
hinreichend ermessen lässt, will ich nur dadurch Worte geben, dass ich an den 
Ausspruch erinnere, welchen Dirichlet selbst in der Gedächtnissrede auf 
Jacobi von dessen unvollendeten Werken gethan hat: Der Tod, welcher ihn 
zu früh von der Arbeit hinweggenommen, hat der Wissenschaft so grosse Be- 
reicherungen nicht gegönnt! 
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M. CHASLES.') 



Herr Chäsles spricht sich gegen die herrschende Meinung aus, dass der 
geometrische Theü der Werke des Brahmagupta und des späteren Bhascara als 
eine vollständige Darstellung der indischen Geometrie zu betrachten sei, und 
will darin eine specielle Theorie, nämlich die des Vierecks im Kreise sehen. 
Man muss allerdings zugeben, dass die in diesen Schriften enthaltenen Sätze 
keine zusammenhängende, von den letzten Axiomen aufsteigende Kette bilden; 
aliein nichts seheint mir zu beweisen, dass eine solche strenge. Schritt für 
Schritt fortschreitende Begründung, wie wir sie bei den Griechen in so hohem 
Grade bewundern, in Indien ein gleiches Bedürfnis gewesen sei. Es kann viel- 
mehr dem phantasiereichen Geiste des Orients angemessener erscheinen, dass 
Wahrheiten, welche der unmittelbaren Anschauung zugänglich sind, nicht weiter 
zergliedert und auf ein&chere zurückgeführt werden. Während z. B. bei den 
Griechen die Proportionalität der Seiten in gleichwinkligen Dreiecken als das 
Resultat einer langen Reihe von Schlüssen sich darstellt, kann dieselbe Wahr- 
heit im Orient als dui'ch die Anschauung gegeben und mithin keiner ferneren 
Zurückführung bedürftig betrachtet worden sein. Jedem Menschen, imd hätte 
er sich auch nie mit mathematischen Reflexionen beschäftigt, leuchtet in der 
That ein, dass jede Figur in beliebigem Grade vergrössert oder verkleinert 
werden ■ kann, ohne dass die daran vorkommenden Dimensionen ihre Vei-hält- 
nisse verändern Diese Zurückführung der Sätze auf das unmittelbar 
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Anschauliche scheint mir eine sehr merkwürdige Eigenthümlichkeit der in- 
dischen Geometrie. Als ein ganz besondei-s frappantes Beispiel dieser Art ist 
der Beweis (der zweite) anzuführen, welchen Bhascara für den pythagoräischen 
Lehrsatz giebt. Man braucht nur die Augen auf seine Figuren zu werfen, um 
mit einem Blick von einem Satze überzeugt zu werden, der bei Euclides eine 
Menge von Zurüstungen erfordert. Eine zweite Eigenthümlichkeit der indischen 
Geometrie , welche der vorher erwähnten gewissermassen entgegengesetzt ist 
und den Keim der modernen Mathematik enthält, ist der Gebrauch des arith- 
metischen Elements, welches die Griechen in ihren Darstellungen, wenn auch 
wahrscheinlich nicht bei ihren Forschungen, sorgfältig entfernt hielten. Geo- 
metrie und Arithmetik erscheinen im Orient als vollkommen vermischt und 
dienen sich gegenseitig als Stütze. 

Lässt sich gleich die indische Geometrie, soweit sie in den genannten 
Werken vorliegt, weder an Umfang noch an innerer Schönheit mit dem gross- 
artigen Gebäude der griechischen Schule vergleichen, so fehlt es ihr doch nicht 
an Resultaten, welche den Griechen nicht bekannt gewesen zu sein 
scheinen und die besonders dem freien Gebrauch der Rechnung zuzuschreiben 
sind. Unter diesen hebt Herr Chasles als bisher ganz übersehen die elegante 
Formel hei-vor, durch welche der Inhalt eines dem Kreise eingeschriebenen 
Vierecks aus den vier Seiten bestimmt wird. Die ähnliche Formel für das 
Dreieck, welche frühere Schriftsteller als eine dem Orient eigenthümliche Ent- 
deckung betrachtet hatten, findet sich, wie Herr Chasles zuerst nachzuweisen 
scheint, natürlich in geometrischer Einkleidung, in den Schriften des älteren Heron. 

Höchst merkwürdig ist es (Memoire p. 12), dass bei Brähmagupta der 
richtigen Formel für das Drei- und Viereck die Angabe eines anderen unrich- 
tigen Verfahrens für die Inhaltsbestimmung vorhergeht, und dass dieses andere 
Verfahren, welches Brähmagupta ausdrücklich als falsch bezeichnet, sowohl bei 
den Römern als auch später in Gebrauch gewesen ist. Es scheint daraus zu 
folgen, dass die unrichtige Regel, im Occident entstanden, ihren Weg nach dem 
Orient genommen und dort ihre Widerlegung gefunden hat. 

DiRICHLET. 
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BEMERKUNGEN 
ÜBEK DIE ZWECKMÄSSIGSTE ART, BEOBACHTUNGEN ZUR 
BESTIMMUNG UNBEKANNTER ELEMENTE ZU VERBINDEN. *) 



Es ist eine in den Anwendungen der Matliematik, iiamentlicli in der 
praktischen Astronomie häufig wiederkehrende Aufgabe, die Elemente oder Con- 
stanten, welche der analytische Ausdruck eines Phänomens enthält, durch die 
Erfahrung zu bestimmen. "Wären die Beobachtungen, welche dabei zu Hülfe 
genommen werden müssen, einer absoluten Genauigkeit fähig, so hätte man es 
mit einer rein mathematischen Frage zu thun. Es würde hinreichen, so viel 
Beobachtungen, als das analytische Gesetz unbekannte Elemente involvirt, mit 
diesem zu vergleichen, um die zur Bestimmung der Unbekannten erforderlichen 
Gleichungen zu erhalten. Bei der Unvermeidlichkeit der Beobachtungsfehler ist 
jedoch dieses Verfahren, welches nicht mehr Beobachtungen voraussetzt, als 
man Elemente zu finden hat, nur als eine erste Annäherung anzusehen, und 
es liegt der Versuch sehr nahe, den Mangel an Genauigkeit durch die Zahl der 
Beobachtungen zu ersetzen und diese so mit einander zu verbinden, dass die 
Fehler, womit sie behaftet sind, sich so viel als möglich gegenseitig compen- 
siren. Das arithmetische Mittel als die einfachste Form für eine solche Ver- 
bindung ist von jeher bei den Beobachtern in Gebrauch gewesen, aber erst in 
der neueren Zeit ist dieses Verfahren Gegenst-and einer gründlicheren Unter- 
suchung geworden. Lagrange hat 1779**) in einer Abhandlung „Sur l'utiliti 
de la melhode de prendre U milieu" gezeigt, wie man unter gewissen Voraus- 
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Setzungen über das Gresetz der Fehler, welchen die einzelnen Beobachtungen 
unterworfen sind, die "Wahrscheinlichkeit bestimmen kann, dass der Fehler des 
arithmetischen Mittels innerhalb bestimmter Grenzen fällt, und hat dadurch den 
ersten Grund zu der Beantwortung der Frage gelegt, welche Combination der 
Beobachtungen vor allen andern den Vorzug verdiene. 

Es ist zu meinem Zweck nicht erforderlieh, die zahlreichen und wich- 
tigen Untersuchungen, wozu dieser Gegenstand später Veranlassung gegeben 
hat, hier näher zu bezeichnen, und wäre auch um so überflüssiger, da unser 
verehrter College, Herr Encke, dem wir interessante Abhandlungen über diese 
Theorie verdanken, in einer derselben die verschiedenen Gesichtspunkte, unter 
denen die Combination der Beobachtungen betrachtet worden ist, mit vieler 
Klarheit charakterisirt hat. ~ Indem ich daher hinsichtlich des Geschichtlichen 
auf diese Abhandlung verweise, will ich nur den Punkt etwas näher besprechen, 
an den sich die Betrachtungen anknüpfen, die ich der Akademie vorzulegen 
wünsche. Meine Bemerkungen betreffen die Art, wie Laplace in der „Theorie 
analytique des probabüites" die Methode der Ideinsten Quadrate begründet. Er 
selbst drückt sich am Ende des Capitels, welches dieser Untersuchung gewidmet 
ist*), darüber ungeföhr in folgender Weise aus: 

„Sind die gesuchten Elemente, wie man immer voraussetzen kann, schon 
näherungsweise bekannt, so sind die Oorrectionen derselben die eigentlichen 
Unbekannten und die durch die Beobachtungen gegebenen Bedingungsgleichungen 
gehen in Bezug auf diese in die lineare Form über. Sollen die Finalgleichungen 
ebenfalls linear sein, so können die Bedingungsgleichungen nur so mit einander 
verbunden werden, dass man sie der Reihe nach mit Factoren multiplicirt, welche 
für die Gleichungen, die nicht gebraucht werden sollen, der Null gleich sind, 
und dann durch Addition zu einer Final g! ei ehung vereinigt. Ein zweites System 
von Factoren giebt eine zweite Endgleichung u. s. w., bis die Zahl derselben 
der Anzahl der Elemente gleich wird. Nun ist klar, dass die Factoren so ein- 
zurichten sind, dass der mittlere Fehler jedes Elements d. h. das Integral jedes 
möglichen Fehlers mit seiner Wahrscheinlichkeit multiplicirt ein Minimum werde. 
Bei einer geringen Zahl von Beobachtungen sind die zu wählenden Factoren 
von dem Gesetz der Fehler abhängig, denen die Beobachtungen imterworfen 
sind. — Werden hingegen, wie es in der Astronomie gewöhnlich der Fall ist. 
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die Beobachtungen sehr zahlreich, so hört diese Abhängigkeit auf, und die 
Theorie zeigt, dass die vortheilhaftesten Factoren mit denen zusammenfallen, 
welche der Methode der kleinsten Quadrate entsprechen. Diese Methode ist 
daher bei zahlreichen Bedingiingsgleichungen allen andern vorzuziehen, voraus- 
gesetzt, dass man nur lineare Finalgleichungen anwenden will." 

Zu der eben ausgesprochenen Beschräaikung, die in gewissem Sinne durch 
die Praxis geboten zu sein scheint, tritt bei der analytischen Bestimmung des 
vortheilhaftesten Factorensystems noch eine andere hinzu, die nämlich, dass die 
Factoren nur von den Coefficienten der Elemente, keineswegs aber von den in 
den Bedingungsgleichungen enthaltenen Constanten Gliedern, die mit den Be- 
obachtungsfehlern behaftet sind, abhängen sollen. Bedenkt man, dass diese 
Coefficienten ganz durch die Umstände gegeben sind, unter denen die Be- 
obachtungen angestellt werden, z. B. durch die Zeit, wo sie stattfinden, so sieht 
man sogleich, wenn man sieh der Einfachheit wegen auf ein Element beschränkt, 
dass die von Lapläce gegebene analytische Behandkmg eigentlich folgender 
Aufgabe entspricht; 

Es sollen zu vorher bestimmten Zeiten Beobachtungen angestellt werden. 
"Welches ist alsdann von allen im voraus der Grösse und Ordnung nach ange- 
gebenen Factorensystemen dasjenige, von dessen Anwendung man die vortheil- 
hafteste Bestimmung des unbekannten Elements zu erwarten hat? 

Wollte') man diese zweite Beschränkung nicht gelten lassen, sondern 
bei der Bestimmimg der Factoren den wirklichen Erfolg der Beobachtungen 
berücksichtigen, so würde man leicht finden, dass bei noch so zahlreichen 
Beobachtungen die zu wählenden Factoren immer vom Fehlergesetz abhängig 
bleiben, und daher bei der Unbekanntheit desselben nicht dargestellt werden 
können. Aliein man würde sehr irren, wenn man daraus den Schluss ziehen 
wollte, dass sich bei der mangelnden Kenntniss des Fehlergesetzes keine Factoren- 
systeme angeben lassen, die im Allgemeinen ebenso vortheilhafte Resultate ver- 
sprechen, als dies bei der Methode der kleinsten Quadrate der Fall ist, der 
bekanntlieh Factoren entsprechen, die den Coefficienten des Elements in den 
einzelnen Bedingungsgleichungen proportional sind. Ich will dies für den ein- 
fachsten Fall zu zeigen versuchen, wo die zu bestimmende Grösse unmittelbar 
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Gegenstand der Beobachtung ist und das Resultat der Methode der kleinsten 
Quadrate in das arithmetische Mittel übergeht. 

Denkt man sich eine grosse ungerade Anzahl (2n+ 1) von Beobachtungen 
und bezeichnet mit ßj, B^, . .., ß^^i nach ihrer Grösse geordnet die von der 
Beobachtung iur die zu bestimmende Unbekannte u gegebenen Werthe, so kann 
man flir u dasjenige B wählen, welches die Mitte einnimmt oder mit dem Index 
n-+- 1 versehen ist. Dieses längst bekannte Verfahren ist oiFenbar als ein spe- 
cieller Fall der linearen Behandlung der Bedingungsgleichungen anzusehen, in 
welcher Form es erscheint, wenn man alle Factoren der Null gleich setzt mit 
Ausnahme desjenigen, welcher die (n-f-1)*^ Gleichung multiplicirt und welcher 
beliebig bleibt und z. B. gleich 1 genommen werden kann. — - 

Ebenso Idar ist es aber auch, dass dieses Factorensystem nicht unter 
denen begriffen ist, welche Laplace mit einander vergleicht, um durch diese 
Vei^leichung dasjenige auszumitteln, welches das vortheilhafteste Resultat zu 
erwarten berechtigt. Es sind nämlich bei der angegebenen Methode die Fac- 
toren zwar der Grösse nach von den Werthen Bi, £^,--. . . unabhängig, allein 
bei Anwendung derselben wird doch auf diese Werthe, die erst nach gemachter 
Beobachtung bekannt sind, in sofern Rücksicht genommen, als diejenige Bedin- 
gungsgleichung mit der Einheit multiplicirt wird, d. h. allein zur Bestimmung 
der Unbekannten u gebraucht wird, in welcher B der Grösse nach zwischen 
allen übrigen in der Mitte liegt. 

Laplace erwähnt dieses Verfahren (Introd. pag. 56) und fügt hinzu, 
dass man sich durch Anwendung desselben bei wachsender Anzahl der Beob- 
achtungen dem wahren Werth von u ins Unendliche nähere, dass jedoch das 
arithmetische Mittel als die vortheilhafteste Methode vorzuziehen sei. Diese 
Behauptung schien mir nicht einleuchtend, da die Art, wie Laplace das arith- 
metische Mittel begründet, gar keine Vergleichung mit diesem Verfahren ge- 
währt und also ganz unentschieden lässt, welcher von beiden Methoden der 
Vorzug gebührt. Ich habe daher vei^ucht, beide Verfahrungsarten hinsichtlich 
des Fehlers, den sie befürchten lassen mit einander zu vergleichen. In Bezug 
auf das arithmetische Mittel hat Laplace die Grenzen bestimmt, innerhalb 
welcher der Fehler, womit dasselbe behaftet ist, mit einer gegebenen Wahr- 
scheinlichkeit liegt. Für das andere Verfahren bietet dieselbe Methode wenig 
Schwierigkeiten dar und führt zu einem höchst einfachen Resultat. Vergleicht 
man dieses mit dem, welches dem arithmetischen Mittel enteprieht, so findet 
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man, dass bei derselben Wahrscheinlichkeit die Fehlergrenzen der Resultate 
beider Methoden in einem constanten, d. h. von dieser Wahrscheinlichkeit un- 
abhängigen Verhältnisse stehen, ohne dass sich im Allgemeinen entscheiden 
lässt, bei welcher Methode die Fehlergrenzen enger ausfallen. Das Ver- 
hältniss ist das zweier Constanten, welche beide von dem unbekannten Fehler- 
gesetz der Beobachtungen abhängen; die Constante, welche dem arithme- 
tischen Mittel entspricht, wird durch ein Integral ausgedrückt, welches sich 
über den ganzen Umfang der Fehlercurve erstreckt, während die zum andern 
Verfahren gehörige bloss durch die Ordinate im Anfangspunkt der Coordinaten 
bestimmt wird. 
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Je lis dans le r^sumö des s^ances de l'Acad^mie des Sciences, inserö dans 
les Ännales de Chimie et de Physique: „M. Lame presente un memoire sur 
l'impossibilite de l'^quation a?-\--tf'^ 2"s^ en nombres entiers". Cela me rap- 
pelle un theoreme du m^me genre sur lequel je suis tombe, il y a plus d'un 
an, et dont voici IMnonce. 

L'^quation ar*±y^^2"2^ est impossible en nombres entiers et positifs. 

Pour demontrer ce th^or^me, il suffira de prouver Timpossibilit^ de ces 
trois equations 

Car, si l'on voulait supposer s^^'if = 2''s^, ri etant = ou > 3, on n'aurait 
qu'ä. faire n = S^-t-r, r ^tant un des nombres 0, 1, 2; ce qui changerait l'equa- 
tion pröc^dente en celle-ei a^±^/' = 2''(2^2)'', qui rentre dans une des equations (et) 



L'impossibilite des deux premieres des equations («) est demontree depuis 
longtemps, comme on peut le voir dans le second volume de l'AIgebre d'EuLER 
ou dans la theorie des nombres de M. Leöendre. Je n'ai donc qu'k m'occuper 
de la troisieme. 

Soit, s'il est possible, x^^y^ = 4^1 Si, comme il est permis, on sup- 
pose les nombres x, y premiers entre eux, ils seront impairs tous deux. Faisant 
donc x^p-\-q et ±y = p--q, les nombres^ et q seront entiers, premiers 
entre eux, et de plus l'un pair, l'autre impair. La Substitution des valeurs 
prec^dentes donne l'^quation p(p^-i-Sq^) = 2z^, qui montre que c'est p qu"J 

faut supposer pair, sans quoi le premier membre serait impair; ^ est donc 
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entier et Ton a ^{p^+Sq^) ^= z^. II y a maintenant deux cas a distinguer 
Selon que p est ou n'est pas divisible par 3. 

Premier cas. — Si p n'est pas divisible par 3, ^ et p^-i-Sq^ seront 
Premiers entre eux, et leur produit ötant un cube, chacun de ces nombres devra 
en fitre un. Pour faire p'-i-Sq'' egal ä un cube de la manifere la plus generale, 
on n'a, comme on sait, qu'ä poser ces deux equations p = m^ — 9mn^ 
q = 3m^n — Bn^. D' apres ce qui a etö dit sur les nombres p et q, on verra 
facilement que m doit ötre premier a n, et de plus pair et non divisible par 3. 
II suit de la que les trois facteurs du second membre de l'equation 

f = ~(m+3»)Cm-3n) 

sont Premiers entre eux. Leur produit -^ devant etre im cube, II faudra que 
chacun de ces factenre en seit im; on aura par consequent 

-=- ^^ ß', m-{-3K = jS', m — 3ji ^ )'°, 

d'oü l'on tire cette öquation ß^-hy^ = 4 a'', qui est semblable k la premiere 
3;'±)/' = 4.z^, mais exprimee en nombres beaucoup plus petits. 

Second cas. Si p est divisible par 3, on fera p = 3r, et r sera, comme 
p, pair et premier ä q. On aura ainsi -^-(j^ + St^) = s''. On verra facile- 
ment que les deux facteurs du premier membre sont premiers entre eux; il 
faut donc que chacun d' eux soit un cube. Pour faire q'^-i-Br^ (5gal ä un cube, 
on posera comme dans le premier cas, q ^ rtf — 9mn^, et r = Bm^n — 3n'. 
Oji peut s'assurer- que n doit Stre premier a m, et de plus pair; -3- sera donc 
entier et Ton aura -g- = 27 -ö-(m4-»^)(m — n). Les facteurs -s", m-\-n, m — n 
sont premiei^ entre eux d'apres ce qu'on vient de dire sur m et n; et leur 
produit multipliö par le cube 27 devant &tre un cube, il faut que chacun d'eux 

soit un cube. On aura donc -^="'^1 m + n^ /P, m — n = y^et par consequent 

ßi — j/' = 4ßäj equation semblable a la propos6e 3r'±i/' = 4z'', mais exprimee 
en nombres beaucoup plus petits. 

On conclut de lä, ä la maniere ordinaire, que l'equation proposee n'est 
pas possible. 

G. Lejeune DiiichlefK Werke, II. 45 
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Dösignant / la somme des termes du developpement (p-i-q)" (oüp4-g = l) 
depuis celui, qui contient q'' jusqu' ä celui qui contient g''', II est facile de voir 
qu'on a 

1 -.^ j ,— siii(/i' — h-\-l)-^ 

—" sie -^ 

Cette expression peut ^tre mise dans eette autre forme en posant A = 6 — c, 
h' = Ä+c: 

(2) 1= — I [p°+5'-h2j)5coss]^ cos()ii//— Äs) ^ ^~ds 

oü 



on tire de lä 

(3) <fi = qz—Qz'-i- etc., 

en faisant pour abreger 

Ö = iq'—W+iq, 



(« 






24 



(5) ~~r = TV-^Yi+- ' 

(6) l = l/rf.r^"'iH(£±i> (i+^^+.i,,+...]„3,(„,_s),_„<j,. 
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Es sei") nq = b und c-\-^ = yVn, z = -^ , so kommt 

m i = |/.,r"-ilHi(i+^+J2i+...)(i-». «/ ^...), 

Die Wahrecheinlichkeit, dass bei einem aus n einfaclien Ereignissen . 
B (dessen Wahrscheinliclikeit q) zwischen 

liegt, ist also 

2 fV^ ,., 

--ZT e-" du, 

oder ■ , ." = ß gesetzt, ist 

—p^ e " du 
die Wahrscheinlichkeit, dass — zwischen 
liegt. 



BEMERKUNGEN ZUR VORSTEHENDEN ABHANDLUNG. 

1) Die Formel (I) läsal sich folgend erraassen veritieiren! 



i = ^J V + S«''l"* 



Wir formen den Werth v 






I, indem wir setzen 
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^.=ir* 



■_A+1)_. -t>.--!,+i) ^ 



Man substituiro 



■i>--<H 



WO die Integration sich über die Peripherie des u =t umgebeEden Eiuheitskreises erstreckt. 
Mau erkennt daraus, dass 

J^ = 0, wenn a < k oder a > h' 

J„ = l, wenn h^a^h'. 
Also ist in der That 

2) Setzt man in (1) 

h = 6 — c, A' = 6+c, 

Beieicfanet man den Modul von p+qc" mit P, das Argument mit ip, so erhält man 

-' «in — 

-" 2 

also folgt (S) 

; = 4-r[;''+!'+2p!<;os<]"^cos(nv-6')^^^^^^7^<''- 

3) Zu (6). Es ist 
folglich 

, ^ AJ-..-T"- ™<^[,,4^.(u_Ä),,i^,...]....„.,_,._.«..,...„ 

um also die im Text angegebene Formel zu. erhalten, hat man zu setzen 
W4 4 ' ^ 5760 
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4) In (7) muss -^ statt ü geseut werdeD, es muss also heissen 

5) In (8) ist zunächst die Annahme gemacht, dass n sehr gross ist. Uta den zweiten Theil der 
Gleichung zu verificiren, gehe man tou der bekannten Formel aus 

j .-^cos2„.<;, = J^e-. 

Daraus folgt 

— I e * dl = 2 1 e '' ios-2axdx = Yne 

r" — 1 sin2c3; 
Und da I e * — de für « = verschwindet, erhält roan 

Für x=:<py~~, a = — - — ergiebt sich hieraus (8). 
' ^ VWq 

6) In der drittletzten Zeile der Arbeit S. 355 tritt der Buchstabe Q in anderer Bedeutung auf als 
vorher anf Seite 354, Gl. (3), (S) und (7), nämlich als das Vorkommen von B, d. h. als Anzahl derjenigen 
unter den «Versuchen, in denen das Ereignis» B (von der Wahrscheinlichkeit g) eintritt; l ist die Wahr- 
scheiulichkeit, dass dieses Q höchstens gleich k' und mindestens gleich k ist, dass also 

k = b — <:^ Q^6+c = A' 
oder (nachdem bt=qn, c-^:^T=yyn gewählt ist), dass Q zwischen den Grenzen 

oder abgerundet 

liegt. 

Ans diesem Grunde gehört in der vorletEteu Zeile des Textes Yn nicht in den Zähler sondern in 
den Nenner; l ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Verhältniss — - zwischen 

- r. - n 
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PREISFRAGE 

DER PHYSIKALISCH-MATHEMATISCHES KLASSE 
DER 

KÖNIGLICH-PEEÜSSISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN 

ZUR 

JUBELFEIER DES REGIERUNGS-ANTEITTS KÖNIGS FRIEDRICHS IL 

AUF.DÄS JAHR 1844.*) 

Bekannt gemacht am Jahrestage lies Regierungs-Antritts Friedrichs II. den 31. Mai 1840. 



Der durch seine Allgemeinheit und Einfachheit gleich merkwürdige Satz, 
weichen die Wissenschaft Abel verdankt, scheint den Keim zu einer vollstän- 
digen Theorie aller Integrale zu enthalten, deren Element eiue algebraische 
Function der Veränderlichen ist. Flir die einfachsten Formen dieser Function 
geht der AßEL'sche Satz in die längst bekannten Grundgleichungen der trigo- 
nometrischen und elliptischen Functionen über, und man kann aus dem Um- 
fange und der Wichtigkeit, welche die Theorie dieser beiden Gattungen von 
Transcendenten durch die wiederholten Bemühungen der Mathematiker erlangt 
hat, schon jetzt mit grosser Wahrscheinlichkeit auf die künftige Bedeutung der 
allgemeinen Theorie sehliessen, welche Abel durch seine Entdeckung vorbereitet 
hat. Was bis jetzt auf dem von ihm gelegten Grunde, hauptsächlich durch 
Legekdre, Jacobi und Richelot geleistet worden ist, kann als ein erster, 
wichtiger Anfang zu einer ausgedehnten Disciplin betrachtet werden, welche 
den Analysten ohne Zweifel noch lange Stoff zu den umfassendsten Unter- 
suchungen geben wird. Für diese Untersuchungen scheint die Analogie, welche 
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der Gegenstand mit den schon so vielfach erforschten Transcendenten ähnlicher 
aber einfacherer Natur darbietet, ein mächtiges Hülfsmittel an die Hand zu 
geben, von dessen Benutzung man sieh um so grösseren Erfolg versprechen darf, 
als durch die völlige Umgestaltung, welche die Theorie der elliptischen Func- 
tionen in neuerer Zeit erfahren hat, diese selbst der schon früher ausgebildeten 
Lehre von den Kreisfunctionen ähnlicher geworden ist. 

Wenn gleich nämlich die eben erwähnte Erweiterung und Bereicherung 
der Integralrechnung wie alle bedeutenderen analytischen Entdeckungen nicht 
aus einem einzigen, sondern aus dem Zusammenwirken mehrerer sich gegen- 
seitig unterstützenden Gedanken hervorgegangen ist, so scheint doch einem der- 
selben die grösste Wichtigkeit beigelegt werden zu müssen, weil er mehr als 
irgend ein anderer zu dieser Umgestaltung wirksam gewesen ist und alle Theile 
der neuen Theorie innig durchdringt. Während die früheren Bearbeiter dieses 
Gegenstandes das elliptische Integral als eine Function seiner Amplitudo ansahen, 
geht die neue Betrachtungsweise wesentlich von dem entgegengesetzten Gesichts- 
punkte aus und behandelt die Amplitudo oder vielmehr gewisse trigonometrische 
Verbindungen derselben als Functionen des Integrals, gerade wie man schon 
früher zu den wichtigsten Eigenschaften der vom Ki-eise abhängigen Trans- 
cendenten gelangt war, indem man den Sinus und Cosinus als Functionen des 
Bogens und nicht diesen als eine Function von jenen betrachtete. Die zahl- 
reichen und glänzenden Resultate, welche die Folge dieser neuen Behandlung 
gewesen sind, machen es im höchsten Grade wünschenswerth, dass dieselbe Be- 
trachtun^weise auf die complicirteren Transcendenten angewendet werde, welche 
Abel in die Wissenschaft eingeführt und deren Fundamentaleigenschaften er be- 
gründet hat. Einen bedeutenden Schritt in dieser Richtung hat schon Jacobi 
gethan, welcher gezeigt hat, dass die den AßEL'schen Integralen entsprechenden 
umgekehrten Functionen zwei oder mehr Veränderliche enthalten und die merk- 
würdige Eigenschaft besitzen vier- oder mehrfach periodisch zu sein. Dieses 
Resultat wirft ein ganz neues Licht auf die Natur dieser Transcendenten, lässt 
aber zugleich den ganzen Umfang der Schwierigkeiten erkennen, welche der 
vollständigen Darstellung dieser umgekehrten Functionen im Wege stehen und 
welche zu überwinden sind, wenn die Theorie der ÄBEL'schen Transcendenten 
auf denselben Grad von Ausbildimg gebracht werden soll, welchen die der ellip- 
tischen Functionen schon erlangt hat. 

Von den Vortheilen überzeugt, welche der Analysis aus der weiteren 
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Elitwickelung dieser Theorie erwachsen müssen, glaubt die Königliche Akademie, 
welche durch die Gedächtnissfeier der Thronbesteigung Friedrichs des Zweiten 
veranlasst wird, eine ausserordentliche Preisbewerbung zu eröffnen, eine der 
Würde dieser Feier angemessene Wahl zu treffen, wenn sie diesen Gegenstand 
den Mathematikern zur Bearbeitung vorlegt. Sie verlangt daher: 

„Eine ausführliche Untersuchung der ÄBEL'schen Integi-ale, und be- 
sonders der Functionen von zwei oder mehr Veränderlichen, welche als 
die umgekehrten Functionen derselben anzusehen sind." 
Die Akademie enthält sich jeder näheren Bestimmung über den Umfang, 
welcher der Behandlung des Gegenstandes zu geben sein wird, da nur die Be- 
arbeitung selbst darüber entscheiden kann, ob die AßEL'schen Integrale schon 
jetzt in ihrer ganzen Allgemeinheit mit Erfolg untersucht werden können, oder ob 
man sich zunächst auf besondere Klassen derselben, und vielleicht sogar auf die- 
jenige beschränken muss, welche unmittelbar auf die elliptischen Functionen folgt. 
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Es ist eine höchst merkwürdige Erscheinung, dass bei den grossen, man 
kann sagen, alle Erwartungen übersteigenden Fortschritten, welche die Mathe- 
matik in den letzten Jahrhunderten gemacht hat, mehrere Fragen, welche sich 
schon in den frühesten Zeiten darbieten mussten, und in der That beinahe so 
alt als die Wissenschaft selbst sind, aller Bemühungen ungeachtet, noch immer 
nicht entschieden sind. — 

Zu diesen Aufgaben gehört unter andern die Quadratur des Kreises, 
welche schon bei den Griechen durch ihre Schwierigkeiten einen hohen Grad 
von Berühmtheit erlangt hatte. Die Alten suchten die Auflösung aller Auf- 
gaben durch rein geometrische Oonstruction zu bewerkstelligen, und zur Auf- 
lösung der Aufgabe, wovon hier die Eed<? ist, wäre also nöthig, wenn man die- 
selbe in demselben Sinne, wie die griechischen Mathematiker nimmt, dass man 
zeigte, durch welche geometrische Oonstruction aus dem Halbmesser eines ge- 
gebenen Kreises die Seite des Quadrats abgeleitet werden kann, welches mit 
dem gegebenen Kreise denselben Inhalt hat. Es entsteht hier die Frage, ob eine 
solche Ableitung überhaupt möglich sei. Zur vollständigen Beantwortung dieser 
Frage wird entweder die Angabe der Oonstruction erfordert, durch welche 
diese Ableitung geschehen kann, oder es muss dargethan werden, dass die Seite 
des Quadrats durch den Halbmesser auf geometrischem Wege nicht bestimmt 
werden kann. Man hat oft veraucht, die von den Neueren erfundenen so frucht- 
baren Methoden, die zu so vielen K^ultaten geführt haben, welche die Alten 
bei ihren beschränkten Hülfsmitteln für unerreichbar halten mussten, auch auf 
die Entscheidung dieser Frage anzuwenden, ohne dass dies bisher vollständig 
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gelungen wäre. Ehe ich aber zur Darstellung des einzigen befriedigenden Re- 
sultats übergehe, welches aus diesen Bemühungen hervorgegangen ist, ist es 
nöthlg mit wenigen Worten anzugeben, unter welcher Form sieh die Frage dar- 
stellt, wenn man dieselbe in die bei den neueren Mathematikern übliche Sprache 
überträgt, — Unter Quadratur des Kreises versteht man (wie schon früher be- 
merkt worden) die Ableitung der Seite des Quadrats, welches denselben Inhalt, 
wie ein gegebener Kreis hat, aus dem Halbmesser des Kreises; und zwar muss 
diese Ableitung durch geometrische Construction geschehen, mit welchem Namen 
man bekanntlich zwar beliebige aber endliche Verbindung von folgenden ein- 
fachen Constructionen oder Operationen bezeichnet: „Zeichnung einer geraden 
Linie durch zwei gegebene Punkte" und „Beschreibung eines Kreises, dessen 
Mittelpunkt und Halbmesser gegeben sind", — 

In der analytischen Geometrie wird umständlich gezeigt, dass wenn eine 
Linie sich aus einer anderen auf die eben näher angegebene Weise ableiten lässt, 
das Verhältniss der beiden Linien durch einen Ausdruck dargestellt werden 
kann, in dem ausser den vier Fundamentaloperationen der Rechnung nur noch 
eine oder mehrere Ausziehungen von Quadratwurzeln vorkommen, und dass um- 
gekehrt, wenn ein solcher Ausdruck gegeben ist, sich immer durch geometrische 
Construction eine Linie finden lässt, welche zu einer gegebenen in dem durch 
den Ausdruck bestimmten Verhältniss steht. Die Frage ist also, wenn man 
dieselbe durch Rechnung entscheiden will, folgende. „Lässt sich das Verhältniss 
des Durchmessers zur Seite des dem Kreise gleichen Quadrats durch eine end- 
liche Verbindung von den eben angegebenen Rechnungsoperationen darstellen?" 
Statt des genannten Verhältnisses kann man auch das des Durchmessers zum 
Umfange betrachten, da sich das eine aus dem anderen sehr leicht ableiten lässt, 
oder mit anderen Worten, da die Quadratur und Rectification des Kreises eigent- 
lich eine und dieselbe Aufgabe sind. — In der That wird die Frage gewöhnlich 
auf die zuletzt genannte Weise gestellt, und es kommt also, um dieselbe zu ent- 
scheiden, darauf an zu untersuchen, ob sich das Verhältniss des Durchmessers 
zum Umfange, welches man mit n bezeichnet, durch einen Ausdruck, wie wir 
ihn oben definirt haben, darstellen lässt. Alles, was bisher zur Beantwortung 
dieser Frage versucht worden ist, und namentlich einige von Lambert an- 
gestellte Untei-suchungen, von denen sogleich umständlich die Rede sein soll, 
[haben] die Unmöglichkeit einer solchen Darstellung und mithin die der Quadratur 
des Kreises sehr wahrscheinlich gemacht. Allein es wäre dennoch sehr zu 
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■wünschen, dass man einen strengen Beweis für die Unmöglichkeit fände. Denn 
abgesehen davon, dass Wahrheiten, von denen sich keine praktischen Anwen- 
dungen machen lassen, (und unter diese wird man unstreitig den soeben als 
höchst wahrscheinlich dargestellten Satz von der Unmöglichkeit der Quadratur 
des Kreises rechnen mt^sen) uns nur in sofern interessiren, als wir dieselben 
durch strenge Schlüsse als Wahrheiten erkannt haben, ist es auch nicht selten 
der Fall gewesen, dass das, was durch wiederholte vergebliche Bemühungen 
als höchst wahrscheinlich unmöglich erschien, zuletat als möglich erkannt und 
wirklich ausgeführt wurde. Ein merkwürdiges Beispiel dieser Art bietet uns 
eine Aufgabe dar, mit der sieh schon die griechischen Mathematiker beschäftigt 
haben, die aber erst in der neuesten Zeit in ihrer ganzen Allgemeinheit auf- 
gelöst worden ist. Ich meine die Theilung des Kreises. Schon in Euklid's 
Elementen findet man die geometrische Construction für die Theilung des 
Kreises in 3, 5 und 15 TheUe, aus der sich durch wiederholte Halbirung der 
Bogen [noch andere herleiten lassen]. 

Alle späteren Bemühungen, die Theilung auch in anderen Fällen durch 
geometrische Construction zu bewerkstelligen, blieben fruchtlos, und man schien 
zuletzt allgemein der Üeberzeugung zu sein, dass die eben angegebenen Fälle 
wirklich die einzigen sind, in welchen eine solche Theilung möglich ist, bis 
Gauss das Gegentheil auf eine ebenso Überraschende als glänzende .... 
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Munere professoris publici annos amplius viginti perfuncto et per lon- 
gissimum hoc tempus provei'bii veritatem experto „docendo nos discere" noii 
alienum mihi videtur, occasione data de vera artis analyticae colendae ratione 
pauca disserere, Quod ai'gumentum si ea ubertate qua perdignum videtur, 
exsequi vellem, neque tempus neque vires sufficerent. Paucis exempUs monere 
auffieiat, in quo periculo verseris, si in rebus, quas vix inspexeris, nedum per- 
epexeris, certum ordinem constituere tibi arroges. Inter omnes constat, multos 
geometrasj singulamm doctrinae partium originis aetatem plerumque sequentes, 
talem quendam capitum ordinem constituisse, ut ab quaque parte ad saperiorem 
esset ascendendum, quem ordinem ita servandum censuerunt, ut non raro in 
sententias incidas, quales sunt: In calculo differentiaHum partialium traetando 
aequationum differentiaHum vulgariiim integrationem jam plane perfectam esse 
supponendara, et similiter, si quaestio ad Analysin sublimiorem pertinens tibi 
sit proposita, aequationum algebraicarum solutionem praesto esse debere. Cui 
capitum difficultatumque ordini artificiali quantopere ipsa rerum natura illudat 
quantaque subsidia tibi essent defectura, si talem ordinem in investigationibus 
analyticis servare velles, jam paucis exemplis Ülustrare suscipio. 

EuLERi inventum celeberrimum de additione integralium, quae hodie ellip- 
ticorum nomine nuncupamus, quid aliud est quam theorema de his integralibus 
fundamentale, in capite superiori petitum? Satis enim notum est, viram summum 
hanc eximiam veritatem e consideratione aequationis differentialis hausisse, cujus 
variabiles sint separatae, theorema vero de additione totlus de functionibus ellip- 
ticis doctrinae esse verum fundamentum, quis dubitabit, si perpenderit non solum 
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illustrissimi Legendke in hoc capite orania fere inventa tlieoremati Euleriano 
esse superstructa, sed eidem fundaraento etiam inniti veritates eximias, quibus 
juvenes Abel et Jacobi prima stipendia merentes et sine obtrectatione inter se 
eertantes hoc doctrinae eaput fecundissimum ampHficaverunt et quae juvenibus 
illustribus tantam geometrarum Nestoris admirationeni moverant. Quae prae- 
clara inventa commemoranti mihi renovatur dolor, quem cum omnibus, quibus 
artis analyticae incrementa cordi sunt, ex inexorabili fato accepi, quod prae- 
matura morte duo tanta ingenia universae litterarum reipublicae eripuit, alterum 
arenam vix ingresaum, alterum tot tantisque districtum disquisitionibus, quibiK 
extremam manum imponere non licuerit. 

Aliud exemplum auxilii ex doctrinae partibus petendi, quae quaestionem 
propositam difficultate superare videntur, praebent illustrissimi Jacobi disqui- 
sitiones de llneis brevissimis in superficie ellipsoidis. Problema nullo negotio 
ad quaestionem mechanicam revocatur ope principii noti, punctum singulare in 
superficie data, nulla vi acceleratrici coactum, cum velocitate initiali per 
lineam brevissimam moveri. Aequationibus dynamicis, a quibus motus in super- 
ficiebus secundi gradus pendet, per methodos notas Integrationen! non admitten- 
tibus, vir illustris, in regionem superiorem ascendens et theoremate illustrissimi 
Hamilton usus, quod ipse ante ad formam simpliciorem redegerat, quaestionem 
ad aequationem unicam differentialia partialia continentem reduxit et tali modo 
prosperrimo successu aolvere valuit. Quo ingenioso invento theoriae super- 
fieierum secundi ordinis Caput plane novum condidit, in quo excolendo viri 
acutissimi Joachimsthal, Chasles, Liouville, Roberts vires exereendi et geo- 
metriam eximiis veritatibus locupletandi amplam materiem invenerunt. 

Venio nunc ad argumentum quo nihil invenias admirabilius, si exemplo 
monstrare velis, quam artis vinculis saepenumero artis analyticae eapita inter 
se cohaereant, intei" quae primo intuitu vix ullum nexum conspicias. Loquor 
de geometrarum disquisitionibus circa sectionem circuli, quam quaestionem jam 
EucLiDis temporibus agitatam fuisse constat. Problematis solutione in casibus 
simplicissimis, qui soll recentiorum caleulo carere posse videntur, ab Alexan- 
drinis perfecta, quaestio generalis recentiorum conatus expectabat, inter quos 
summo viro Francisco Vieta primo successit, circuli divisionem generalem 
ad aequationem algebraicam revocare. Saeculi Intervallo aequatio circuli divi- 
sionem definiens ad ultimum simplicitatis gradum reducta est opera ül 
morum CoTESii et Moivre, qui problema ab aequatione omninm simplicis 
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pendere demonstraverant, in qua incognitae potestas unitati aequetiir. Alterlue 
saeculi intervallo sagax Vakdermonde de aequatione Ootesiatia instituit disqui- 
sitiones iiigeniosissimas, quas hodie quidem principio profundissimo superstruotas 
esse videmus, sed quae vix in notitiam geometrarum aequalium venisse videntur, 
id quod forsitan auctoris expositioni paululo obscuriori tribuendum, qui aetate 
jam provectus arti analyticae priniam navarat operam. Harum disquisitionum, 
quas illustrissimus Lägränge in notls tractatui de aequationum solutione nume- 
rosa adjectis oblivioni eripuit, originem valde singularem, data occasione, paucis 
referam, qualem mihi praeceptor veneratissimus Lacroix, vir de propagatione 
doetrinae analyticae meritissimus, quondam enarravit. — Vandermonde, natione 
Batavus, postquam per multos annos in patria medicinam exercuerat, aetate 
jam provectus Parisiis degens ibique taberoam quandam frequentans, ubi mnlti 
ludi regii causa conveniebant, quum ab omnibus, qui liunc locum visitabant, 
geometram inclytum Cläiraut singulari reverentia coli vidisset, ipse artis ana- 
lyticae plane, rudls ex quodam percimctatus, numquid in doetrina analytica per- 
ficiendum reliquum esset, responsum talit, inter alia (ftddere possuirms eaque multa) 
aequationum algebraicarum desiderari solutionem generalem. Quo responso incitatus 
vir acutus, Algebrae elementis brevi tempore penetratis, summo studio huie argu- 
mento se dedit et mox disquisitiones perfecit, quarum supra mentionem fecimus. 

Prodierunt tandem illustrissimi Gaussii Disquisitiones aritbmeticae, quo 
opere auctor saeculam inauguravit et langueseente jam inter nostrates artis ana- 
lyticae cultu et paene exstincto Germaniae restituit laudem, quae post Leibnitzii 
tempora penes exteros fuerat. In operis sectione ultima, ut de aliis taceam, 
aequatio ad circuli sectionem pertineiis generaliter solvitur sive potius, ut res 
clarius definiatur, haec aequatio ad puras graduum inferiorum reducitur, qua 
reductione circuli sectio in infinitis casibus geometrice perficitur, quoi-um sim- 
plicissimum post casus ante notos sistit divisio in partes septemdecim, quod in- 
ventum mox in omnium adeo tironum fuit ore, cum interea cetera operis 
capita non minus admiratione digna vix in paucorum geometrarum exterorum 
notitiam venerunt. Cujus rei testis est ipse auctor, qui viginti amplius annis 
post librum editum publice fassus est se neminem adhuc reperisse, qui librum 
perlegerit. Sed ad rem redeo, 

Solutio superstrueta est principio valde singulari ex Arithmetica subli- 
miori petito, cujus beneficio aequationis radices tali modo in cyclo disponuntur, 
ut quaeque a praecedente eodem modo pendeat, quo facto reductio ad aequa- 
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tiones infei-iores nullo negotio pei'ficitur. In qua tarnen problematis algebraici 
sohitione vii" summus non acquievit, sed profundius in argumentum propositum 
inquirens, qua est sagacitate, mox perspexit, solutionem artissime cum nume- 
rorum proprietatibus reconditissimis esse connexam et Algebra opem, quam ab 
Arithmetica sublimiori mutuata esset, magno fenore reddente, ex hoc fönte 
uberrimo pulchen-lma theoremata arithmetica flnere, quae vix ac ne vix quidem 
aliis viis adiri posse videantur. Viri snmmi vestigiis insistentes postea geo- 
metrae illustrissimi Abel, Jacobi, Caüchy, Galois, Eisenstein, Kummer, 
Lebesgue ex hoc argumento disciplinam vastissimam efformaverunt, quae utrum 
magis ad Algebram an ad Arithmeticam sublimiorem sit ref'erenda, vix dicere 
possis. Adeo enim utriusque fines confimdnntur, ut nullo modo inter ae dis- 
cenii possint. Ad idem argumentum pertinent clarissimi Poinsot de radieibus 
primitivis ex circuli sectione deducendis observationes. Quomodo vero hie 
geometra se his observationibus primam Algebrae ad numerorum proprietates 
cognoscendas applicationem exhibuisse asserere potuerit, vix intellexerim, nisi 
supposuerim viro acuto quondam cum bono Homero, qualem Horatius in arte 
poetica depinxit, esse similitudinem. 

Alia exempla, quibus magna subsidia quaestionibus analyticis e regionibus 
specie remotissimis peti posse appareat, aflferre possem, si de caiculi integrahs 
serierumque numero terminorum infinitanim usu in Arithmetica sublimioi-i verba 
facere vellem, sed ut fas sit post inventa praeclara modo commemorata de 
meis disserere, vereor. 

Si omnia de quibus siipra dixi, paucis verbis comprehendere et sub tropi 
forma exponere licet, permagna illa studia atque certamina, quibus per tot sae- 
eula viri summo ingenio et singulari sagacitate praediti operam navarunt, non 
admodum aliena mihi videntur a libro quodam singulari componendo, cujus sin- 
gula capita, paginas, lineas nos omnes, quotquot sumus, pro viribus quisque 
componere conamur. Quo in libro quum tot loci posteris perficiendi. tot paginae 
explendae relinquantur, nihil certi de ordine constare videtur neque quisquam 
singulas sententias ita inter se conjungere sibi arrogabit, ut recte Horatii illud 
„primo ne medium, medio ne discrepet imum", adhiberi possit. 

Ad hunc igitur librum optimo jure pertinere videntur, quae vir ingenii 
acumine eximius et multa de humana mente meditatus hisee verbis exposuit; 

La dernifere cbose qu'on trouve, en faisant un ouvrage, est de savoir 
Celle qu'il faut mettre la premiere. 
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ÜBER EINEN VON LEJEÜNE DIEICHLET HEREÜHRENDEN 
BEWEIS AUS DER WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG. 

(Nach einer Mittheiluug von J. F. Encke.)*) 



Ordnet man die Beobachtuiigsfehler, ohne Rücksicht auf ilir Zb lien nach h e ab 1 tea ( r se 

60 wird bei ni Beobachtungen der, welcher zu dem Index i(m + l) gel rt be gealen n o ie te »e 

radem m das arithmetische Mittel zwischen den Fehlern mit dem Ii ie\ i 1 ^n +1 e nen ge il te 

Werth für den wahrscheinlichen Fehler r ergeben. 

Wenn indessen schon bei den Potenzensummen die grössere Anzahl der 
Beobachtungsfehler die Genauigkeit in Bezug auf die wahrscheinlichen Grenzen 
so sehr wachsen lässt, so wird bei dieser Zählungsweise es um so mehr statt- 
finden müssen. Da Gauss in der Zeitschrift itlr Astronomie Bd. I S. 195 die 
dazu nöthlge Formel ohne Beweis angegeben, so wird um so mehr der folgende 
elegante Beweis, den ich der Mittheilung meines geehrten Collegen, Herrn Prof. 
DiRiCHLET, vei-danke, hier von Werth sein, als der Satz selbst anderswo noch 
nicht bewiesen ist. 

Man suche die Wahrscheinlichkeit, dass bei (2n-i-l) Beobachtungen die 
Vertheilung der Fehler so sei, dass ein Fehler liege zwischen t und t-\-dt, 
«Fehler zwischen und t, und n Fehler zwischen t-\-dt und oo. Die Wahr- 
scheinlichkeit, dass ein Fehler kleiner als t, sei wiederum ganz allgemein 

= f ip{ä)dA =u. 

Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers >^-i-rf/ wird dann werden 

\ — ip(t)dt—j \p{ä)d4 = l--u~ip(t)dt, 

da die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zwischen l und t-hdt ist = y'(t)dt. 
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Hiemach ist die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit einer Anordnung der 
Fehler, wenn n Fehler <;; t, ein Fehler zwischen t und t-hdt, und n Feh- 
ler :>t-[-di 

= u"(l—u)''ip(t)dt, 
wenn man die Grlieder zweiter Ordnung vernachlässigt, da das Resultat von der 
ersten Ordnung ist. Solcher Fälle oder Anordnungen können aber so viele vor- 
kommen als Versetzungen von 2ra-t-l Elementen möglich sind, wenn unter ihnen 
n gleiche Elemente einer Art (deren Wahrscheinlichkeit = u) und n gleiche 
Elemente einer andern Art (deren Wahrscheinlichkeit =(1— ?()) vorkommen. 
Folglich ist die Wahrscheinlichkeit aller möglichen Anordnungen dieser Art 



Denkt man sich die Grösse df des Intervalls zwischen t und t--{-dt constant, so 
giebt es einen Werth von t, für welchen U ein Maximum ist. Die sich dui'ch 
Differentiation zur Bestimmung desselben ergebende Gleichung ist: 

wo )//(0 die nämliche Bedeutung, wie oben y}'(J) hat. Es ist nämlich du, 
oder das Increment von j yj{J)dJ in Bezug auf eine unendlich kleine Aende- 
rung der Grenze t, gleich ip(t')dt. Man kann der letzten Gleichung die Form geben 

Das letzte Glied wird um so kleiner werden, je grösser n ist, oder je mehr 
Beobachtungen gegeben sind. Bei einer hinlänglich grossen Anzahl wird man 
es vernachlässigen können. Oder der Werth von t, für welchen das Maximuin 
stattfindet, nähert sich bei wachsendem n immer mehr dem Werthe, welcher 
aus der Gleichung folgt: 

1 1 _n 



d.h. 



=j H>{d)dd = 



nach der oben gegebenen Definition dem Werthe r. 
Nimmt man das Integral von U zwischen bestimmten Grenzen, so er- 

Leieuiie Dirichlofs Weike. IL 47 
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hält man daraus die Wahrscheinlichkeit, dass der in der Mitte liegende Fehler 
in diesen Grenzen enthalten ist. Diese wird also für die Grenzen r — d und r-+-tf 

oder weil ip(()dt^= du, wenn wegen der Grenzen in Bezug auf t gesetzt wird 
1 ip(t)dt = u', j t!!(t)dt = u", 

so wird die Wahrscheinlichkeit, dass der mittelste Werth zwischen r — ö und 
T^S Hegt 

1.2. 3. ..(2«+!) r" ,, , . 

Je grösser die Anzahl der Beobachtungen ist, desto enger werden die Grenzen, 
zwischen welchen t mit gleicher Wahrscheinlichkeit liegen wird. Sind deshalb 
die Beobachtungen zahlreich genug, so wird, wenn man u' und ii!' nach dem 
TAYLOR'schen Satze entwickelt, es erlaubt sein, nur die erste Potenz von rf zu 
berücksichtigen. Dadurch wird : 

u' =j <p(t)dt~<^.>p(r) = i-S.yjQ-) 

und ebenso 

Sowohl diese Form, als auch die Verbindung von u und 1 — u in dem 
Integral, zeigt an, dass man eine noch bequemere Form erhalten wird, wenn 
man für u eine andere Variabele einführt; am besten durch die Gleichung 

folglich 

wobei die Grenzen in Bezug auf s gefunden werden durch 

Hiernach wird das Integral 

1.2.3...(2«+1) i^^j.+W.T*s 

(1.2.3...»)^ 



i^^ 1- — Us, 
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oder weil s im Differential nur gerade Potenzen enthält 

Sei nun ^V« eine endliche Grösse = y, also die Grenze ff in eben dem ] 
abnehmend wie Vn zunimmt, so bleibt s innerhalb der angenommenen Grenze 
endlich, wie sehr auch n zunimmt. Bei einem grossen n wird man aber auch 
nach der Entwiekelung der Logarithmen in Euler's Introductio setzen können: 



(1.2.3. ..«)'■ '^/nn 
nach EuLEE Cak, Diff. F. IL Cap, VI. §160—162, als dem Grenzwertbe, welchem 
es sieh beständig mit wachsendem n nähert, so dass der Ausdruck wird 



»V» 'i ' "■' 

wofür man unbedenklich schreiben kann 

als den Ausdruck für die "Wabrscheinhchkeit, dass bei zahlreichen Beobach- 
tungen der mittelste Fehler r, wenn alle der Grösse nach geordnet sind, liegt 

zwischen r — ö und r-^ä. 
Diese Wahrscheinlichkeit wird folglich \, oder es sind die wahrscheinlichen 
Grenzen gegeben durch 

2<ri/n>Cr) = y, 
d. h. 

Für das oben angenommene Gesetz der Fehler 

werden also die wahrscheinlichen Grenzen von r 
4)/ii.4 ' 
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oder wenn man statt 2n-{-l die Anzahl der Beobachtungen m nennt, und die 
Gleichung 

benutzt: 

Der numerische Werth von e-" ist 1,2554176, womit der Ausdruck wird; 
^. f 0,786716 \ 



-^iTi- 
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I. LEJEUNE DIRICHLET AN GAUSS. 

Verehrungswürdiger Herr Hofrath! 

Ew. Hoehwohlgeboren habe ich die Ehre, meinen ersten mathematischen 
Versuch aJs ein Zeichen meiner innigsten Verehrung und meiner tiefsten Be- 
wunderung ganz gehorsamst zu überreichen. Bei der gütigen Empfehlung des. 
Herrn Baron von Humboldt glaube ich mir mit der Hoffnung schmeicheln zu 
dürfen, dass Sie diese erste Arbeit eines jungen Deutschen mit gütiger Nach- 
sicht aufnehmen und beurtheilen werden. Wenn Ew. Hoehwohlgeboi-en dieselbe 
Ihrer Aufmerksamkeit nicht ganz unwürdig finden sollten, so würde ich es 
wagen, Sie ganz ergebenst um die Erlaubniss zu ersuchen, Ihnen zuweilen 
schreiben und Sie um einige Winke zur Leitung meiner ferneren wissenschaft- 
lichen Bestrebungen bitten zu dürfen. Ich würde diese Erlaubniss als das höchste 
Glück ansehen, indem ich bei der Vorliebe, womit ich das Studium der unbe- 
stimmten Analysis betreibe, nichts so sehnlich wünsche, als den Verfasser der 
unsterblichen Disquisttiones aritkmeticae an meinen Bemühungen einigen Antheil 
nehmen zu sehen. Indem ich mich bisher hauptsächlich mit der höheren Arith- 
metik beschäftigt habe, bin ich ganz meiner Neigung gefolgt, ohne gehörig zu 
erwägen, wie wenig ich bei meinen beschränkten Anlagen hoffen darf, in diesem 
schwierigen Theile der Mathematik etwas Erhebliches zu leisten. Obgleich ich 
mich nun täglich mehr von den Schwierigkeiten Oberzeuge , womit Unter- 
suchungen dieser Art verbunden sind, so ist mir doch diese Beschäftigung zu 
sehr zur Gewohnheit und ich möchte fast sagen, zu sehr zur Leidenschaft ge- 
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worden, als dass ich mich so leicht entschliessen könnte, die einmal begonnenen 
Untersuchungen aufzugeben. 

Gegen das Ende dieses Jahres werde ich nach meinem Vaterlande Preussen 
zurückkehren, wo ich durch die gütige Verwendung des Herrn Baron von Hum- 
boldt angestellt zu werden hoffe. Obgleich ich nun die Fürsprache dieses 
grossen Gelehrten gehörig zu schätzen weiss, so kann ich doch nicht umhin zu 
gestehen, dass dieselbe mir noch etwas zu wünschen übrig lässt. Es hängt 
nämlich grossentheils von dem Urtheile, welches man in Berlin über meine Arbeit 
fällen wird, ab, was für ein Wirkungskreis mir in meinem Vaterlande wird an- 
gewiesen werden, und es ist daher bei dem geringen Werthe meines Versuchs 
von der höchsten Wichtigkeit för mich, dass man denselben mit Nachsicht be- 
urtheile oder demselben doch wenigstens Gerechtigkeit widerfahren lasse. Da 
aber selbst unter den ausgezeichnetesten Mathematikern — wie ich mich hier 
zu (überzeugen Gelegenheit gehabt habe — nur sehr wenige mit der unbe- 
stimmten Analysis vertraut sind, so steht zu fürchten, dass meine Abhandlung 
eine weniger günstige Aufnahme finden werde, als derselben vielleicht zu Theil 
werden dürfte, wenn dieselbe bei übrigens gleichem inneren Werthe eine Auf- 
gabe aus einem bekanntern Theile der Wissenschaft, z. B. der Astronomie oder 
Integralrechnung zum Gegenstande hätte. Dieser Umstand wird mich einiger- 
massen entschuldigen, dass ich es wage Ew. Hochwohlgeboren mit der unter- 
tbänigsten Bitte zu beschweren, gelegentlich einem der Berliner Gelehrten, mit 
denen Sie in Correspondenz stehen, Ihr Uiiiheil über meine Arbeit mitzutheilen. 
Ich glaube der Hoffnung Raum geben zu dürfen, dass Ew. Hochwohlgeboren 
diese Gunst einem jungen Deutschen nicht versagen werden, dessen Glück durch 
Ihre gütige Fürsprache so sehr befördert werden würde. 

Da ich noch einige Zeit in Pai-is zu bleiben gedenke, so bin ich so frei, 
Ihnen meine Dienste während meines Aufenthaltes in hiesiger Stadt anzubieten, 
indem ich Ew. Hochwohlgeboren zugleich bitte, wenn Sie mich mit einem Auf- 
trage oder einigen Zeilen beehren wollen, Ihren Brief gefälligst an meinen Vater 
Postkoimnissar in Dih'cn bei Aachen zu adressiren. 
Ich verharre in der tiefsten Verehrung 

Ew. Hoehwohigeboren 

2anz gehorsamer 
Paris d. 28. Mai 182G. 

G. Lejeuxe Dirichlet. 
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IL GAUSS AN LEJEUNE DIRICHLET. 

Ä Monsieur 

Monsieur Lgjeune Dirichlet h Paris. 

Schon früher würde ich Ihnen meinen Dank für die mir gütigst über- 
sandte Abhandlung und das grosse Vergnügen, welches Sie mir dadurch gemacht 
haben, bezeugt haben, wenn ich nicht gewünscht hätte, erst etwas von dem 
Erfolg dessen zu erfahren, was ich in Beziehung auf Ihre, und ich kann hinzu- 
setzen meine eigenen Wünsche in Berlin zu thun veraucht habe. Ich freue mich 
ungemein jetzt aus einem von dem Secretair der Akademie in Berlin erhaltenen 
Briefe zu sehen, dass wir hoffen können, dass man Ihnen bald im Vaterlande 
eine angemessene Fixirung zu verschaffen geneigt sein wird. 

Es ist mir eine um so erfreulichere Ei'scheinung, dass Sie mit grosser 
Neigung demjenigen Theile der Mathematik anhängen, der von jeher mein Lieb- 
lingsstudium gewesen ist, je seltener dieselbe ist. Ich wünsche Ihnen herzlich 
eine äussere Lage, wo Sie soviel als möglich Herr Ihrer Zeit und der Wahl 
Ihrer Arbeiten bleiben. Ich selbst wurde gleich nach dem Erscheinen meiner 
Dtsquisttiones durch andersartige Beschäftigungen, und später durch meine 
äusseren Verhältnisse sehr gehindert, meiner Neigung in dem Maasse nachzu- 
hängen, wie ich gewünscht hätte. Anstatt eines zweiten Theils jenes Werks, 
den ich früher beahsichtigte, werde ich mich aller Wahrscheinlichkeit nach 
darauf beschränken müssen, von Zeit zu Zeit ein Memoire über einen einzelnen 
Gregenstand zu liefern. Die drei Abhandlungen dieser Art, die bisher im 
16. Band der hiesigen Commentationen, und im ersten und vierten der Com- 
mentationes recenliores erschienen sind, enthalten aber (einen Theil der zweiten 
abgerechnet) keine von den Gegenständen, die ich schon 1801 zur Fortsetzung 
im Auge hatte, sondern neue; und so beziehen sich auch meine späteren Ar- 
beiten dieser Art gleichfalls auf einen neuen Gegenstand, namentlich die Theorie 
der biquadratischen Reste, die ich etwa in drei Abhandlungen zu geben denke; 
die erste davon wh-d in kui-zem für den sechsten Band der Comment. rec. ge- 
druckt werden, und die Hauptmaterialien für das Uebrige sowie für die ähn- 
liehe Theorie der cubischen Reste, ist, obgleich noch wenig davon ordentlich 
zu Papier gebracht ist, im Wesentlichen als abgemacht zu betrachten. 
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Empfehlen Sie mich gefälligst dem Herrn von Humboldt, falls er noch 
in Paris ist, und entschuldigen mich, dass ich jetzt nicht an ihn selbst schreibe, 
mit der Besorgniss, dass mein Brief ihn nicht treffen möchte, da er, wie ich 
höre, Paris zu verlassen die Absicht hatte. 

Mit aufrichtiger Hochschätzung 

Ihr ergebenster 

Göttingen, den 13. September 1826. ., t. r, 

° ^ C. F. Gauss. 



in. LEJEUNE DIRICHLET AN GAUSS. 

Höchstzu verehrend er Herr Hofrath! 

Schon früher würde ich von der mir von Ew. Hochwohlgeboren gütigst 
ertheilten Erlaubniss, Ihnen zuweilen schreiben zu düi-fen, Gebrauch gemacht 
haben, um Ihnen für das Wohlwollen, womit Sie mich aufgenommen haben, 
zu danken, wenn ich nicht gewünscht hätte, Ihnen zugleich eine Arbeit zu 
übersenden, mit der ich mich bald nach meiner Ankunft in Breslau zu beschäf- 
tigen angefangen hatte. Diese Arbeit ist durch die in Ihren Anzeigen enthal- 
tene Ankündigung Ihrer Abhandlung Über die biquadratischen Reste veranlasst 
worden. Die Eleganz der in dieser Ankündigung mitgetheilten Kriterien zur 
Entscheidung der Frage, ob ±2 biquad. Rest oder Nichtrest einer Prim- 
zahl = Sn-hl sey, deren zweites mir ganz besonders merkwürdig schien, er- 
regte bei mir den "Wunsch, meinerseits Beweise für dieselben zu finden. Sobald 
ich mich hier mit meinen Berufsgeschäften etwas vertraut gemacht hatte, fing 
ich an, mich mit diesem Gegenstande ernstlich zu beschäftigen; meine Bemü- 
hungen blieben eine Zeit lang fruchtlos, bis es mir gelang, Ihr zweites Krite- 
rium, dessen Beweis nach dem von Ihnen gewählten Gange eine Menge Hülfs- 
untersuchungen zu erfordern scheint, aus dem ersten abzuleiten. Allein nach 
diesem ersten glücklichen Erfolge gerieth meine Arbeit wieder sehr ins Stocken 
und ich konnte lange Zeit kein zur Begründung des ersten Kriteriums geeig- 
netes Mittel ausfindig machen. Endlich kam ich gegen den Anfang des Winters 
auf den in der beiliegenden Abhandlung enthaltenen Beweis, der so einfach ist, 
dass man kaum begreift, wie sich derselbe einem nicht gleich darbietet, sobald 
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man nur mit dem zu beweisenden Satze bekannt ist. Die Fortsetzung meiner 
Untersuchungen, von denen meine Abhandlung nui' einen Theil enthält, hat mich 
auf eine Menge von Resultaten geführt, von denen man im voraus gewiss nicht 
vermuthet hätte, dass sie mit diesem G-egenstande in irgend einer Beziehung 
ständen, und es haben sich mir bei dieser Ai'beit mehrere merkwürdige Bei- 
spiele von dem oft wunderbaren Zusammenhange arithmetischer Wahrheiten 
dargeboten, in welchem Sie den Hauptgrund des Reizes finden, welchen uns 
die Untersuchungen der unbestimmten Analysis gewähren. — 

Da ich voraussetzen konnte, dass die Leser meiner Abhandlung schon 
einigermassen mit der unbestimmten Analysis vertraut seyn würden, so habe 
ich mich bei der Abfassung der Prellminarien sehr kurz gefasst. Dieser Um- 
stand hat eine der Allgemeinheit der Untersuchung nachtheilige Beschränkung 
veranlasst. Ich habe mich nämlich durch Analogie zu dem Irrthume verleiten 
lassen, als sey es in der Theorie der biquad. Reste hinlänglich, das Verhalten 
irgend einer Primzahl zu einer andern Primzahl der Form 4n + l auszumitteln, 
da doch zur vollständigen Beantwortung aller hierher gehörigen Fragen erfordert 
wird, dass man auch das Verhalten von zusammengesetzten Zahlen, wenigstens 
von solchen die Produkte zweier Primzahlen sind, zu Primzahlen der Form 4n-l- L 
bestimme. So kann z. B. die Frage, ob 21 biq, Rest oder Nichtrest einer Prim- 
zahl 84w + l, 25, 37 sey, sehr leicht auch vermittelst der in der Abhandlung auf- 
gestellten Sätze beantwortet werden ; anders aber verhält es sich mit den Prim- 
zahlen p der Form 84?H-5, 17, 41, welche neue Kriterien erfordern. Für 
den eben erwähnten speciellen Fall finde ich folgendes Kriterium. 

„Setzt man b'p = (p^-\-ip'^ (wo ich annehme, dass rp durch 6 theilbar sey), 
so wird 21 biq. Rest von p = 84«-i-5, 17, 41 seyn, wenn eine der Zahlen ^, ^ 
durch 7 theilbar; im entgegengesetzten Falle ist 21 biq. Nichtrest von p." — 

Ich bin jetzt eifrig damit beschäftigt, die durch den oben angegebenen 
Irrthum in meiner Arbeit hervorgebrachte Lücke auszufüllen. — 

Sie hatten während meines Aufenthaltes in Göttingen die Güte, mir einige 
der merkwürdigen Resultate mitzutheilen, welche die Frucht der von Ihnen 
neuerdings angestellten geometrischen Forschungen sind. Der schon damals 
entstandene "Wunsch, Ihre Untersuchungen kennen zu lernen, ist recht lebhaft 
bei mir geworden, seitdem ich durch den in den Anzeigen enthaltenen Auszug 
aus Ihrer Abhandlung von den in der Unterhaltung nur leicht angedeuteten 
Resultaten eine deutlichere und vollständigere Idee bekommen habe. Es ist 
fi. I.ejeune Diriclilet 's Werke, 11. 48 
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mir bei dieser Gelegenheit wieder recht fühlbar geworden, wie sehr es zu 
wünschen wäre, dass die gelehrten Gesellschaften bei der Herausgabe ihrer Gom- 
mentarien dem von der Londoner Societät gegebenen Beispiele folgen möchten, 
die jedes halbe Jahr einen Band erscheinen lässt. — Sogar Ihre Abhandlung 
über die biquadratischen Reste ist mir noch immer nicht zugekommen, obgleich 
ich die schleunigste Besorgung derselben dem Buchhändler zu wiederholten 
Malen anempfohlen habe und der Band Ihrer Commentarien, welcher dieselbe 
enthalten soll, schon im vorigen Katalog angekündigt ist. — 

Dürfte ich Ew. Hochwohlgeboren bitten, die Vei-sicherung der innigen 
Verehrung und Dankbarkeit zu genehmigen, womit ich verharre 

Ew. Hochwohlgeboren 

gehorsamer 
Breslau d. 8. April 1828. Lejeune Dirichlet. 

IV. GAUSS AN LEJEUNE DIRICHLET. 

Für Ihr gütiges Schreiben, und die gefällige Uebersendung Ihrer beiden Ab- 
handlungen statte ich Ihnen, mein hochgeschätzter Freund, meinen verbindlichsten 
Dank ab. Ich sehe mit Vergnügen das steigende Interesse, welches man gegen- 
wärtig an den Untersuchungen der Höhern Arithmetik zu nehmen anfängt. Die 
glückliche Art, wie Sie das zweite auf die biquadratische Residualität der Zahl 2 
[bezügliche Kritei-ium] ans dem ersten ableiten, hat mir sehr wohl gefallen. 

Vermuthlich hat jetzt der 6. Band unserer Commentationen seinen Weg 
nach Breslau gefunden, und meine Commentatio p7-ima über die biquadratischen 
Reste wird Ihnen also wohl gegenwärtig bekannt sein: wenn sich eine Gele- 
genheit darbieten sollte, würde ich auch mit Vergnügen Ihnen einen besonderen 
Abdruck derselben überaenden. Ich hätte unter mehreren Beweisarten für das 
darin vorkommende Theorem wählen können; es wird Ihnen aber nicht ent- 
gehen, warum ich den daselbst ausgeführten hier vorgezogen habe, bauptsäch- 
hch nemlich, weil die Classification von 2 bei denjenigen Moduln, für welche 
es quadratischer Nichtrest ist (unter B oder D) als ein wesentlicher integri- 
render Theil des Theorems betrachtet werden muss, auf welchen die meisten 
andern ßeweisarten nicht anwendbar scheinen. 

Die ganze Untersuchung, deren Stoff ich schon seit 33 Jahren vollständig 
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besitze, die Beweise der Haupttlieoreme aber (zu welchen das in der ersten 
Commentation noch nicht zu rechnen ist) seit etwa 14 Jahren — (obwohl ich 
wünsche und hoffe, an letztern, den Beweisen, noch einiges vereinfachen zu 
können) — habe ich auf ungefähr drei Abhandlungen berechnet. Mit der Ab- 
fassung der zweiten habe ich bereits jetzt einen Anfang gemacht, und hoffe, sie 
in nicht langer Zeit zu vollenden, falls nicht die neuerdings mir wieder aufge- 
tragenen Messungsgeschäfte dabei noch einige Verzögerung verursachen. 

Das Schlusstheorem b^^Tr (mod. p) hatte ich schon vor drei Jahren in 
den hiesigen gel. Anzeigen mit bekannt, und auf den merkwürdigen dabei noch 
zu lösenden Knoten aufmerksam gemacht: ich habe aber bisher nicht gehört, 
dass jemand einen Versuch dazu gemacht hätte. Vor einigen Tagen ist es mir 
nun mit der einen Hälfte wirklich gelungen, und dieser Fund hat mir um so mehr 
Vergnügen gemacht, da er. sich garnicht auf Induction gründet — denn ich ge- 
stehe, dass ich gerade diesen Zusammenhang nicht erwartet hätte sondern a priori 
auf die Combination anderweitiger sehr verschlungener und interessanter, schon 
28 Jahr alter, aber noch garnicht bekannt geraachter Untersuchungen, wovon eine 
leise Andeutung in der Schlussanmerkung der Disquis. Arithm. S. 668*) gegeben ist. 

Es ist dies nemlich ein ausreichendes Criterium für den Fall, wo p von 
der Form 8n+5 ist. 

Es sei die Anzahl der Klassen, welche die binären Formen in jeder der 
beiden Gattungen für den Determinant — p bilden gleich k. Der Anfang einer 
von mir bis zu dem Determinant — 3000 construirten Tafel steht Disquis. Arithm. 
p. 520**). Auch ist noch zu bemerken, dass für ein p von der ange- 
nommenen Form, allemal k = 2m-i-l wird, wenn m, die Anzahl der Zerlegungen 
von p in drei positive Quadrate bedeutet (ich sage positiver, um auszuschliessen), 
-wie LiäGKNDRE durch Induction gefunden, und in den Disquisiäones Arithm. zu- 
erst aus der Theorie der ternären Formen bewiesen ist. Man hat z. B. 

149, 157 u. s. w. 
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Dies vorausgesetzt, ist allemal derjenige Werth von b, welcher ^^^rr (mod.^) ist, 

^2k-ha-'l='im+a~\-l (mod. 8), 
wodurch das Zeichen von b vollkommen bestimmt ist. Sehen Sie hier 22 Beispiele, 
indem ich die Ausdehnung der amSchluss derAbhandlung gegebenen Tafel verdopple 



p 


* 


: '^ 


4 


6 


1 


-H 1 


+ 2 i 


13 
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— 3 


— 2 i 


29 


3 


+ 6 


+ 2 


37 
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+ 1 


— 6 


53 
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- 7 


— 2 


61 
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+ ö 


— 6 


101 
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+ 1 


— 10 


109 
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— 3 


+ 10 


149 
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— 7 


-10 


157 
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— 11 


— 6 ; 


173 
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+ 13 


+ 2 
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181 
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+ 9 


+ 10 


197 
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+ 1 


— 14 


229 
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— 15 


+ 2 


269 


11 


+ 13 


+ 10 


277 
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+ 9 


+ 14 


293 
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+ 17 


+ 2 


317 


5 


-11 


+ 14 


349 
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+ 5 


+ 18 


373 
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— 7 


+ 18 


389 


11 


+ 17 


— 10 


397 


3 


— 19 


— 6 



Man kann die Vorschrift also auch so ausdrücken, (immer voraussetzend 
^ = 5 (mod. 8)). 

Es ist Ä = ([-)-l (mod. 8), wenn m gerade 

b^E a-\-b wenn m ungerade. 

Ich wage noch keine Vermuthimg, ob ein noch einfacheres Criterium 
möghch ist, woran man den Fall des geraden m von dem des ungeraden im 
Voraus unterscheiden könnte, d, i. ohne den Werth von m selbst zu kennen, 
da, wie ich schon oben bemerkt habe, dies Rapprochement noch ganz neu ist. 
Für den Fall^^ 1 (mod. 8), bleibt zwar obige Congruenz b = 2k-\-a^l (mod. 8) 
richtig, entscheidet aber nicht mehr über das Zeichen von b, da sie dem posi- 
tiven und negativen Werthe von b zugleich genug thut. Es ist hier nemlich 
k immer gerade, = 2m (wenn die Bedeutung von m ebenso ausgesprochen wird 
wie oben) oder = 2m-{-2, wenn man unter m die Anzahl der Zerlegungen 
von ^ in 3 positive ungleiche Quadrate versteht, und i he (mod. 4), oder 
6^—5 (mod. 8). Ich vermuthe, dass der Fall p=l (mod. 8) oder 6 = (mod. 4) 
altioris indaginis ist und vielleicht wieder 

b~4 (mod. 8) leichter als b~0 (mod. 8) 

b~8 (mod. 16) leichter als ö = (mod. 16) u. s, w. 

Mit ausgezeichneter Hochachtung beharre ich 

Ihr freund schaftlieb ergebenster 

Göttingen, den 30. Mai 1828. C. F. Gauss. 
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V. LEJEUNE DIRICHLET AN GAUSS. 

Empfangen Sie, hochgeehrter Gönner, meinen innigsten Dank für die 
mir gütigst ertheüte Erlaubniss, einige Zeit in Ihrer Nähe zubringen zu dürfen. 
Leider bin ich nicht im Stande, in diesen Ferien davon Gebrauch zu machen 
und einen lange gehegten Wunsch auszuflihren. Ich habe vor wenigen Tagen 
einen ziemlich heftigen Euhranfall zu bestehen gehabt, und jetzt wo ich mich 
wieder herzustellen anfange, liegen die Meinigen an den Masern danieder. Ich 
darf Ihnen wohl nicht erst sagen, wie sehr ich es bedauere, meinen Besuch in 
Göttingen abermals hinausgeschoben zu sehen. Seit Jahren mit dem Studium 
Ihrer Werke beschäftigt, könnte für mich nichts genussbringender und fördernder 
seyn, als Ihrer Güte Aufschlüsse über die Entstehung und Ausbildung der herr- 
lichen Methoden zu verdanken, welche in Ihren Schriften in bewundernswürdiger 
Vollendung erseheinen. Ja, ich will es Ihnen nur gestehen, ich gehe in meinen 
Hoffnungen so weit, mir von Ihrem Wohlwollen mündliche Mittheilung eines 
Theiles Ihrer theoretischen Untersuchungen über den Magnetisnms und Elektro- 
magnetismus zu versprechen, und gelobe im voraus feierlich, wenn Sie mich 
einer solchen Gunst würdigen sollten, mir Herrn Krone's Diskretion zum Vor- 
bilde zu nehmen, welcher im beneidenswerthen Besitz dieses Schatzes nichts 
hat verrathen wollen, als dass sich diese Untersuchungen an die schöne in Ihrer 
Abhandlung über die Attraktion der Ellipsoide entwickelte Methode innig an- 
schliessen. Haben Sie wohl durch die Comptes rendus der Pariser Akademie 
von der Disku^lon Kenntniss genommen, welche sich neuerdings über das eben 
erwähnte Problem erhoben hat. PoissoN scheint seine Auflösung für die ein- 
zige direkte zu halten, während bei allen andern im Falle eines äussern Punktes 
die Schwierigkeit nur eludirt werde. Ich muss aufrichtig bekennen, dass der- 
gleichen Aeusserungen für mich keinen rechten Sinn haben. Ein doppeltes 
Integi'al durch Einführung neuer Variabein, für welche sich die eine Integration 
ausführen lässt, auf ein einfaches zurückführen, scheint mir nicht direkter als 
irgend ein anderes Mittel z, B. die Differentiation unter dem Integralzeichen. 
Nach meiner Ansicht kommt Alles darauf an, auf welchem Wege sich die 
Zurückführung am schnellsten und übersichtlichsten bewerkstelligen lässt, und in 
dieser Beziehung hat wohl Ihre Behandlung, welche die Attraktion auf innere 
und äussere Punkte auf einen Schlag giebt, entschieden den Vorzug vor allen 
bekannten. Wollte man dergleichen Distinktionen gelten lassen, so müsste man. 
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um eonsequent zu seyn, bei fast allen bestimmten Integralen zugeben, dass bei 
ihrer Auffindung die Schwierigkeit nur eludirt sey, womit jedoch, wie mir scheint, 
eigentlich gar nichts gesagt wäre. 

Erlauben Sie , hochgeehrter Gönner , dass ich Ihnen beiliegend einen 
kleinen im letzten Hefte des Crelleschen Journals ei-schienenen Aufsatz überreiche. 
Ich bin auf die darin angedeutete, mir sehr fruchtbar scheinende Methode durch 
die Bemühung geführt worden, den Satz, dass jede arithmetische Progression, 
deren erstes Griied und Differenz keinen gemeinschaftlichen Factor haben, un- 
endlich viel Primzahlen enthält, zu beweisen. Ich möchte fast vermuthen, dass 
meine Methode mit den in der Schlussbemerkung der disq. arith. angedeuteten 
Untersuchungen einige Analogie hat, besondere deshalb, weil Sie von Ihren Unter- 
suchungen sagen, dass sie über mehrere Theile der Analysis Licht verbreiten, 
und meine Methode in so innigem Zusammenhange mit den merkwürdigen tri- 
gonometrischen Reihen steht, welche discontinuirliche Funktionen darstellen und 
deren Natur zur Zeit des Erscheinens der disq. arith. noch ganz unaufgeklärt 
war. Sie werden sich vielleicht noch erinnern, dass Sie mir vor mehr als 
10 Jahren, als ich noch in Breslau war, ein Kriterium zur Entscheidung der 
am Ende Ihrer ersten Abhandlung über biq. Reste aufgeworfenen Frage (für 
den Fall, wo ^^Sra+5) mit der Bemerkung mitgetheilt haben, dass Sie das- 
selbe aus den am Ende der disq. arith. angekündigten Untereuchungen abgeleitet 
hätten. Dieses Kriterium folgt nun ganz leicht aus der Combination des Satzes, 
dass für die Determinante — p die Anzahl der Formen in jedem Genus dem 
Ueberschuss der Anzahl der quad. Reste <-x- ober die Anzahl der quad. Nicht- 

reste <C "j- gleich ist, mit der Theorie der biquad. Reste, diese Theorie selbst 
nur in dem Umfange genommen, worin ich dieselbe im Crelleschen Journal ge- 
geben habe. Darf ich wohl bei einer ausführlichen Ausarbeitung meiner Unter- 
suchungen über den Gebrauch der Reihen in der höheren Arithmetik, womit 
ich mich nächstens zu beschäftigen gedenke, dieses Kriterium als mir von Ihnen 
im Jahr 1828 mitgetheilt erwähnen? 

Erlauben Sie mir die Bitte, beiliegenden Brief Weber einhändigen zu 
wollen und genehmigen Sie gefälligst die Versicherung der tiefsten Bewunderung 
und innigsten Verehrung 

Ihres dankbar ergebenen 

Heriin d. 9. Sept. 1838. Dirichlet. 
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VI. LEJEUNE DIRICHLET AN GAUSS. 

Verehrtester Gönner! 

Die bei mir durch die Kränklichkeit, wovon meine Frau in der letzten 
Zeit heimgesucht worden ist, verursachte Verstimmung wird mich hoffentlich 
entschuldigen, dass ich so lange gezögert habe, Ihnen zu schreiben, wie sehr ich 
auch wünschte, Ihnen filr die überaus gütige und -wohlwollende Aufnahme, deren 
Sie mich gewürdigt haben, meinen innigsten Dank abzustatten. Eine andere 
Veranlassung meinen Vorsatz zu verschieben, lag in dem Umstände, dass meh- 
rere der Bücher, welche ich zu Rathe ziehen wollte, um Ihnen die gewünschte 
Auskunft über das zu geben, was bisher über die küi-zeste Fläche geschrieben 
worden, gerade nicht auf der Bibliothek waren, und ich daher die Zurückliefe- 
rung dereelben erst abwarten musste. 

Ueber den genannten Gegenstand habe ich nun zwar gar nichts gefunden, 
wohl aber Untersuchungen über andere Probleme, die wenn auch dem Objekte 
nach verschieden, doch im Wesen mit der Bestimm^lng der kürzesten Fläche 
zusammenfallen. Diese Probleme beti'effen die Theorie der Wärme für den Fall 
permanenter Temperaturen, auf den sich je nachdem man 2 oder 3 Dimensionen 
in Betracht zieht, die Gleichung 

(1) ■?^ + 4^ = 0, oder (2) 4^+ -|^-|- 4^ = 0, 

bezieht. Projicirt sieh die gegebene von einer Ebene sich wenig entfernende 
Gurve, durch welche die kürzeste Fläche gelegt werden soll, als Rechteck oder 
Kreis, so ist die Auflösimg der Aufgabe leicht aus den von Foüeier in seiner 
Theorie de la Chaleur gegebenen iVIethoden abzidelten. Auch der weit schwieligere 
Fall, wo die Curve sich als Ellipse projicirt, scheint implicite in einer schönen 
Abhandlung von Lame (Journal de Liouville, Mai 1839) enthalten, indem dort 
eine Funktion u bestimmt wird, die innerhalb eines durch die Gleichung 
( — j+(-|-j+(— 1= L gegebenen Ellipsoides der Differentialgleichung (2) ge- 
nügt und sich auf der Oberfläche auf eine beliebige Funktion der beiden jeden 
Punkt derselben bestimmenden Coordinaten reducirt. Setzt man / = oo, und 
lässt die gegebene beliebige Funktion von z unabhängig werden, so erhält man 
die Gleichung der kürzesten Fläche, deren Grenzcnrve sich als Ellipse projicirt. 



y Google 



384 BRIEFWECHSEL ZWISCHEN" LEJEUSE DIRICHLET UND GAUSS. 

Ich habe mich seit meinei" Rückkunft mit den quadratischen Formen für 
complexe Zahlen etwas beschäftigt und mich überzeugt, dass fast alle Resultate 
und Methoden der 5*«"^ Sekt, der disq. arith. mutatis mutandis auf diesen Fall 
anwendbar bleiben. Auch lässt sich in ähnlicher Weise wie für reelle Zahlen 
die Anzahl der Formen bestimmen, wobei sich das merkwürdige Resultat ergiebt, 
dass diese Anzahl, wie sie für reelle positive Determinanten mit der Kreisthei- 
jung zusammenhängt, hier in analoger Beziehung zur Theilung der Lemniscate 
steht. Diese Untersuchungen haben mich auf einen Satz geführt, welcher flir 
die Theorie der unbestimmten Gleichungen höherer Grade nicht unwichtig 
scheint, und eine merkwürdige Verallgemeinerung des Theorems darbietet, nach 
welchem die Gleichung (^ — Du' = 1 immer auflösbar ist. 

Sind «, b, ...,(/, h ganze Zahlen und hat die Gleichung 

s"-i~ßs"-i + ös"-3H \-ffs-\-h = 

keinen rationalen Faktor und unter ihren Wurzeln cc, ß, y, , . . wenigstens eine 
reelle, so lassen sich immer und auf unendlich verschiedene Art ganze Zahlen 

X, f(, V, . . ., f (ohne dass ^ = 1, fi = 0, v = 0, . . .) 
von solcher Beschaffenheit finden, dass, wenn man zur Abkürzung setzt 

k-{-f-ia->rvd^-\ he«""' = F(a), 

das Produkt 

F{a)F{ß)F{y)-. ^ 1 ist. 

Der Beweis dieses Satzes ist im höchsten Grade einfach und mit Hülfe geo- 
metrischer Betrachtungen auf zwei oder drei Seiten abzumachen. 

Ich kann diesen Brief nicht schliessen, ohne den schon in Göttingen 
Ihnen vorgetragenen Wunsch lu wiederholen, dass es Ihnen gefellen möge, mich 
durch einen besondem Abdruck Ihrer schönen Untersuchungen Über die allge- 
meine Theorie der Attraktionen zu beglücken, welche kennen zu lernen ich mich 
nur höchst ungern bis zur Vollendung des ganzen nächsten Heftes der Resul- 
tate etc. gedulden würde. In Erwartung einer gütigen Gewährung meiner Bitte 
verharre ich 

Ihr dankbar ergebenster 

Berlin, d. 3 Jan. 1840. -. ,. 

Darf ich Sie wohl bitten, inliegenden Brief Weber einzuhändigen oder 
falls er in Leipzig seyn sollte, dortbin auf die Post geben zu wollen. 
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VII. LEJEUNE DIRICHLET AN GAUSS. 
Hochgeehrter Gönner! 

AVenn ich Ihnen das Resultat der in Ihrem Auftrage angestellten Erkun- 
digungen wegen der russischen BOcher so spät mittheile, so wird diese Ver- 
spätung, wie ich hoffe, in dem guten Erfolge meiner Bemühungen einige Ent- 
schuldigung bei Ihnen finden. Wie Sie selbst hat H. Geheimrath von Varnhages 
grosse Schwierigkeiten gefiinden, sich russische Bücher zu verschaffen. Die 
früher mit grosser Mühe zu diesem Zweck von ihm angeknüpften Verbindungen 
bestehen jetzt grossentheils nicht mehr; da er schon seit Jahren seine rassischen 
Studien sehr vernachlässigt und es ihm folglich an Gelegenheit gefehlt hat, die 
früheren Verbindungen zu cultiviren. In jener früheren Zeit aber, als er das 
Russische mit grossem Eifer trieb, hat er einen nicht unansehnlichen Vorrath 
von Büchern erworben, die er Ihnen zu beliebiger Benutzung mit grosser Be- 
reitwilligkeit zur Disposition stellt. Auf meinen Wunsch hat er ein Verzeichniss 
der wichtigsten dieser Bücher entworfen, welches ich beilege. Was Sie von 
diesen Werken zu lesen wünschen, bitte ich mir gefälligst zu nennen. Ich werde 
dann das Verlangte mir sogleich von H. von V. ausbitten und Ihnen ohne Zeit- 
verlust übersenden. 

Ich bin gerade zu rechter Zeit von meiner Ferienreise zurückgekehrt, 
um den armen Eisenstein wenigstens noch einmal zu sehen. Als ich ihn den 
Tag nach meiner Ankunft besuchte, fand ich ihn zmn Erschrecken verändert 
und so ganz mit seinen Leiden beschäftigt, dass selbst der Versuch, ihm von 
Ihnen zu erzählen und so ihn einen Augenblick zu zerstreuen, ohne Erfolg blieb. 
Bei so grenzenlosen Leiden musste mir der Tod, der noch in dereelben Nacht 
eintrat, als eine Wohlthat für unsem armen Freund erscheinen. 

Wie ich von Weber höre, wünschen Sie Auskunft Über den Ursprung 
der mathematischen Bibliothek, welche hier im März verkauft werden soll, wenn 
sie nicht früher — wozu einige Wahrscheinlichkeit vorhanden zu seyn scheint — 
im Ganzen acquirirt wird. Diese Bibliothek ist früher im Besitz eines Geheim- 
raths Heiligenstein gewesen, der sich zu Anfang des Jahrhunderts in Paris 
aiifliielt, und dann später in den seines Sohnes übergegangen, der ein Asti'onom 
gewesen seyn soll. — Mit dieser Bibliothek hat man zu gleichzeitiger Verauk- 
tionirung einige andere Sachen vereinigt, zu denen z. B. die beiden Mst von 

fr. Lejeune Diiiclilet's Werke, IL 49 
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Ihnen — wovon das eine das der Determinatio atlract., auf den Inhalt des an- 
deren besinne ich mich nicht gleich — gehören, die aus Dikksen's Nachlass 
stammen. 

Sie schienen neulich zu wünschen, dass mein Beweis für die Convergenz 
der trigonometrischen Reihen auf den Fall ausgedehnt würde, wo die Max, u. 
Min. der zu entwickelnden Funktion nicht mehr zählbar sind, und äusserten 
zugleich die Vermuthung, dass der Nachweis des Theorems in dieser erweiterten 
Voraussetzung wahrscheinlich keine wesentlichen Schwierigkeiten darbieten würde. 
Bei näherer Erwägung der Sache finde ich Ihre Vermuthung vollständig be- 
stätigt, wenn man anders von gewissen ganz singulären Fällen absehen will. 
Die ganze Grundlage des Beweises bilden die Sätze, nach welchen 

sinkß 
--^«P = Y/W, "iiH muj /v^'. gj„^ ' 

WO <C Ä <C e < 

lichwerden der positiven Grösse k bezieht. 

Die Erweitenmg dieser Sätze auf den eben erwähnten Fall, wo f(ß) eine 
unendliche Anzahl von Max. n. Min. darbietet, ist ganz leicht wenigstens für 
den zweiten Satz und ebenso für den ei-sten, wenn nur nicht unendlich viele 
Max. u. Min. in unmittelbarer Nähe von ß = liegen. Man darf nämlich aus 
den Integralen nur die Theile ausscheiden, innerhalb welcher eine solche An- 
häufung von Max. u. Min. Statt findet und die man, wenn man die Grenzen 
dieser TheiUntegrale einander hinlänglich nähert, so einrichten kann, dass die- 
selben beliebig klein bleiben, wie gross auch k werde. Aus dieser einfachen 
Bemerkung und nach der Art und Weise, wie aus obigen Sätzen die Convergenz 
geschlossen wird, folgt schon, dass die trigonometrische Reihe zur Darstellung 
einer beliebigen Funktion ^(x) selbst dann, wenn die Max. u. Min. von y(iK) 
nicht mehr zählbar sind, immer convergirt, wofern man x nur keinen Werth 
beilegt, in dessen unmittelbarer Nachbarschaft eine unendliche Anhäufung von 
Max. u. Min. von ^(x) Statt findet. Um die Convergenz für die eben ausge- 
nommenen Werthe nachzuweisen, muss gezeigt werden, dass der erste der obigen 
Sätze seine Gültigkeit behält, wenn f(ß) von ß ^0 bis /? ^ rf, wo S beliebig 
klein ist, unendlich oft vom Wachsen zum Abnehmen und umgekehrt übergeht. 
Ist alsdann f(ß) so beschaffen, dass die Differenz f(ß) — f(0') sich als ein Pro- 
dukt darstellen lässt, dessen erster Faktor f(ß) für ein unendlich kleines ß 
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endlich bleibt, während der zweite, den ich positiv voraussetze und xpQi) nennen 
■will, die Eigenschaft besitzt, dass das Integral I ■ip(ß)^-, wie es z. B. für jede 
positive Potenz ß^ der Fall ist, für ein unendlich kleines ö selbst unendlich 
klein wird, so darf man j ffji)' ^^^ ^ dß nur in die beiden Bestandtheile 

zerlegen, von denen der erete für ein unveränderliches S durch das Wachsen 
von k in -^- /(O) übergeht, während der zweite für ein gehörig klein gewähltes d 

immer kleiner bleibt als eine beliebig kleine Grösse. Hieraus und da J f{ß) . ■■ — dß 

die Null zur Gi'enze hat, folgt dann, wenigstens in der vorhin gemachten Vor- 
aussetzung über /*(/?) — /(O), die Richtigkeit des ersten Satzes. 

Verzeihen Sie, verehrter Gönner, diese lange fast unbriefliche mathema- 
tische Exposition, die ich nicht gewagt haben würde, wenn ich eben als ich 
sie begann die grosse Ausdehnung derselben vorhergesehen hätte. 

Genehmigen Sie, hochgeehrter Gönner, den Ausdruck der tiefen Bewun- 
derung und innigen Verehrung 

Ihres dankbar 

ergebenen 
Beriin 20. Feb. 53. 

DiRICHLET. 
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BBIEFWECHSEL ZWISCHEN G. LEJEÜNE DIRICHLET 
UND LEOPOLD KEONECKEE, 

MITGETHEILT VOS 

HERRN ERNST SCHERING/) 



I. DIRICHLET AN KRONECKER. 

Ich habe mir, verehrter Freund, so grosse Nachlässigkeit gegen Sie zu 
Schulden kommen lassen, dass ich fast vei-zweifeln muss, Ihre Verzeihung zu 
erlangen. Sie werden nämlich als junger Mann kaum glaublich finden, was ich 
zu meiner Entschuldigung anführen kann, da Sie sich schwerlich eine Vor- 
stellung davon machen, wie sehr es einem im Mittelalter, in welches ich schon 
seit längerer Zeit getreten bin, an der nöthigen Flexibilität fehlt, um sich 
schnell in Dinge hineinzufinden, mit denen man nicht schon einigermassen ver- 
traut ist. Als Ihr erster Brief ankam, war ich mit 13 wöchentlichen Vor- 
lesungen und anderen Geschäften so überladen, dass die wenige Zeit, die ich dem 
Studium Ihrer interessanten Mittheilung zu widmen im Stande war, durchaus 
nicht ausreichte, um mir Ihre Untersuchungen klar zu machen. Ich hoffte, 
dass ich in den Ferien dazu gelangen würde, besser in das Wesen Ihrer Arbeit 
einzudringen, von der ich dui'ch meine vorläufigen Bemühungen wenigstens die 
Ueberzeugung gewonnen hatte, dass Sie darin einen vielfach behandelten Gegen- 
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stand von einer neuen und wie mii' schien sehr glückhch gewählten Seite an- 
gefasst haben. In dieser Hoffnung fand ich mich aber leider getäuscht, da ich 
gleich nach Beginn der Ferien von einem Anfall der Grippe heimgesucht wurde, 
der mich länger als drei Wochen zu jeder Anstrengung unfähig gemacht hat. 
Nachdem ich jetzt in den letzten Tagen Ihrer Ai'beit, wie ich glaube, näher ge- 
treten bin, beeile ich mich Ihnen zu sagen, dass es mir sehr wünschenswerth 
scheint, dass Sie eine kurze Notiz Über Ihi-e Untei^uchungen veröffentlichen, 
da Sie leider durch Ihr fortgesetztes schlechtes Befinden verhindert sind, an 
eine ausführhche Redaktion derselben für jetzt zu denken. Wenn diese Notiz, 
die Sie durchaus so einrichten müssten, dass jeder dem Gegenstände nicht fremde 
Mathematiker sich vollständig daraus vernehmen kann, nicht die Grenzen über- 
schreitet, welche den in den akademischen Monatsbericht aufzunehmenden Auf- 
sätzen gesteckt sind, so werde ich sie mit Vergnügen der Akademie vorlegen 
und die Aufnahme in den Bericht beantragen*). 

Das Weitere mündlich. Hoffentlich föllt Ihre hiesige Anwesenheit gar 
nicht oder doch wenigstens nicht ganz in die Zeit vom 12. bis 22, Mai, während 
welcher Tage ich meine Frau, die Karlsbad besuchen soll, dorthin begleite**). 

Indem ich meine Frau und mich selbst Ihnen und Ihrer Frau Gemahlin 
bestens empfehle, nenne ich mich 

Ihr treu ergebener 

Berlin, 3. Mai 53. -n 

' DiRICHLET. 



n. KRONECKER AN DIRICHLET. 
Hochgeehrter Herr Professor, 

Zu meiner grossen Freude habe ich vielfach gehört, dass Sie Sich in 
Ihrer neuen Heimath gar sehr gefallen und allen Grund haben mit jenem Wechsel 
zutrieden zu sein, der freilich uns hier so schweren Verlust gebracht hat. Wie 

*) Die iwei Briefe von Kh secreb, auf wekhe sich Lirichlet m diesem Bnefe bezieht hiben 6 ch 
in BiwcHLEi s Nachlas nicht gefunlen Der mibsenscljafthche Inhalt dersel^en ist in lenei N tiz repro 
duoirt, welche von DiRirnLET itn lum 180" der Berliner Ät^iemle mitgetheilt und im betreflenden Monats 
berichte abgedruckt norden i C E Sih 

**) Heri hl oRErKEB tbeilt mir gütigst mit dass er Ende Mai 1853 auf einer Reise nach Pans wo 
hin er sich zur Oonsnltation oinPs dortigen 4rites begib Berlin pasairt und Dibi hlet pers ilich die Hand 
Schrift für die m der v r teheiden Bemeikung erivdinte N tz lieigefei I if E "^ h 
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sehr ich grade bei diesem Verlust betheiligt bin und wie tief ich denselben 
empfinde, brauche ich Ihnen kaum zu sagen, denn Sie wissen selbst, wie un- 
endlich viel ich Ihnen verdanke, imd Sie wissen auch dass, Ihnen näher zu sein, 
der Hauptzweck bei meiner Uebersiedelung nach Berlin war. Ich hatte nun 
jetzt die Absicht Sie noch in diesem Monat zu besuchen, um wenigstens für 
ein paar Tage den langentbehrten Genuss Ihres persönlichen Verkehrs zu haben; 
aber da mir Borchärdt gesagt hat, dass Sie schon in wenigen Tagen nach 
Paris reisen, um dort wohl etwa vier bis sechs Wochen zuzubringen, so will 
ich die Ausführung jenes Vorhabens bis nach Ihrer Rückkehr verschieben, vor- 
ausgesetzt, dass Sie Ihre mir früher mllndlich gegebene Erlaubniss Sie zu be- 
suchen noch aufrecht erhalten. Ich werde wohl — wenn auch nicht direct 
von Ihnen — so doch indirect durch Borchärdt oder andere hiesige Bekannte 
zur Zeit erfahren, wenn Sie wieder in Göttingen sind. Für diese Zeit könnte 
ich mir nun freilich alle tibrigen Mittheilungen aufsparen — aber wer weiss, 
was sich doch noch Alles zwischen Vorsatz und Ausführung eindrängt — ■ und 
da ich Ihrer alten Theilnahme noch jetzt gewiss zu sein glaube, so will ich ein 
paar "Worte über mein mathematisches Leben im vergangenen Winter beifügen. 
Ich habe die ganze Zeit Über — seit ich aus dem Seebade zurück bin — 
eigentlich recht anhaltend gearbeitet, und die dabei erlangten Resultate haben 
auch mein Streben grösstentheils belohnt. Freilich habe ich die Hauptfrage, 
auf welche ich vor etwa einem Jahre gekommen bin, nicht gelöst, aber eine 
Einsicht in dieselbe gewonnen, die mir sehr werthvoU ist. Ausserdem habe ich 
den ui'sprünglichen Zweck, um dessentwillen ich jene Frage lösen zu müssen 
glaubte, ohne diese Lösung so vollständig erreicht, dass mir in dieser Hinsicht 
wirklich nichts zu wünschen übrig bleibt. Ich habe nämlich eine Methode ge- 
funden zur Herleitung aller Eigenschaften der auflösbaren Gleichungen von Prim- 
zahlgraden, deren Einfachheit und Strenge allen gerechten Anforderungen ent- 
sprechen dürfte'). Denn die Methode verlangt keinen irgend höheren Stand- 
punkt mathematischen Fassungsvermögens als das Problem selbst, welches da- 
durch erledigt wird. Ich vrerde den Sommer zur sorgfältigen Ausarbeitung 
dieser Sachen verwenden, und diese wird nur desshalb ziemlich umfangreich 
werden, weil so sehr viel einzelne Resultate herauskommen, und well ich keinen 



*) Es ist dies, wie Herr Kronbckeb mir gütigst mitgetheilt hat, die Methode, welche er regelmässig — 
id zwar zum ersten Male im Wiuter 18G1/G3 — in seinen Universitäts-Vorlesungen gegebeu und alsdann 
1 Monatsberichte der Berliner Akademie vom März 1879 veröffentlicht hat. E. Seh. 
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Raum sparen darf bei der genauen Bezeichnung gewisser ganz neuer Gesichts- 
punkte*), die namentlich in den GALOisschen und ÄBELSchen Fragmenten ver- 
miest werden, und ohne welche die erforderliche Strenge nicht beobachtet 
werden kann. Einige ganz hübsche Resultate oder — richtiger gesagt — 
hübsche Anschauungen, die ich bei der Beschäftigung mit jenen „Methoden" 
erlangt habe, werde ich unter Kurzem in einer kleinen Notiz veröffentlichen, 
da diese Dinge in den zu redigirenden vollständigen Abhandlungen erst ganz 
zuletzt an die Reihe und also erst etwa in einem Jahre zur Publikation kommen 
würden. Ich werde in dieser Notiz auch die allgemeinste Wurzel einer Abel- 
schen ganzzahligen Gleichung als complexe Zahl dargestellt angeben, da es mir 
jetzt gelungen ist, diese in so einfache Foi'm zu bringen, dass „die erforder- 
lichen zahlentheoretischen Vorbemerkungen" (wie ich mich am Schlüsse der im 
Juni 1853 der hiesigen Akademie überreichten Notiz ausdrücken musste) nur 
noch ganz unbedeutend sind. — "Während ich auf diese "Weise die Untersuchung 
der Auflösbarkeit von Gleichungen, deren Grad eine Primzahl ist, vollständig 
absolvirte, habe ich mich aber auch vielfach mit allgemeineren Arbeiten be- 
schäftigt und zwar einerseits, indem ich die Untei-suchung der Gleichungen be- 
züglich ihrer Auflösbarkeit auch für diejenigen Grade vornahm, die nicht Prim- 
zahlen sind, und andrei-seits indem ich die Untersuchung de!r Gleichungen nicht 
mehr auf ihre Auflösbarkeit beschränkte, sondern auf die ErgrÜndung aller Eigen- 
schaften ausdehnte, die eine Gleichung überhaupt haben kann. In dieser Be- 
ziehung bin ich allerdings erst so weit gekommen, das ganze grosse neue Feld 
vor mir zu sehen d. h. klar zu wissen, was zu suchen ist; aber diess ist, wie 
ich glaube, bei einer Untersuchung von solcher Allgemeinheit auch nicht ganz 
unbedeutend- Die vollständige Lösung des ganz präcisen Problems, welches ich 
mir in dieser Hinsicht gestellt habe, dürfte freilich, wenn Überhaupt, meinen 
schwachen Kräften erst in geraumer Zeit gelingen. Aber lohnend ist es gewiss 
Zeit und Mühe an eine einzige Frage zu wenden, welche die ganze Theorie 
der algebraischen Gleichungen (mit einer unbekannten Grösse) vollständig um- 
fasst. Ich bemerke nur noch, dass ich dieses Problem für die eraten Grade — 
den siebenten eingeschlossen — gelöst habe, dass die Schwierigkeiten dabei erst 
mit dem 7ten Grade anfangen, dase ich aber schon für diesen speziellen Fall 

*) Nach einer von Herrn Ebonecker mir gütigst zugegangenen brieflicheft Mittheilang sind hiermit 
die , Gesichts punkte"' gemeint, welche ihn auf die Feststellung des mit dem Ausdrucke „Rationalitäts-Be reich" 
be7eichneten Begriffen getuhrt habPn E. Seh. 
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Ergebnisse erlangt habe, die durch ihre Neuheit wie durch den wunderbaren 
Zusammenhang mit der complexen Zahlentheoiie mir sehr interessant scheinen. 
Dabei zeigte sich mir das Natargemässe dieser abstrakten algebraischen Unter- 
suchungen in dem bemerkenswerthen Umstände, dass — wie alle auflösbaren 
und ÄBELschen Gleichungen in den Theorieen transcendenter analytischer Func- 
tionen vorkommen — so auch alle diejenigen „Affecte" (um mit Jacobi 7.u 
sprechen), die ich als Überhaupt nur möglich a priori gefunden habe, bei ge- 
wissen bekannten Gleichungen 7ten Grades wirklich auftreten. — Was nun die 
Auflösbarkeit der Gleichungen anlangt, deren Grad eine beliebige zusammen- 
gesetzte Zahl ist, so habe ich auch in dieser Untersuchung wesentliche Fort- 
echritte gemacht, ohne sie indessen zum vollständigen Abschluss gebracht zu 
haben . . . meine Arbeit über die Gleichungen von Primzahlgraden wird die 
einfachen Gesichtspunkte angeben, durch welche das Algebraische und das 
Zahlentheoretische in diesem ganzen Gebiete gehörig geschieden und in Folge 
dessen eine Klarheit und Sicherheit erlangt wird, die bisher überall vennisst 
wurde. Aber Sie werden es gewiss billigen, hochverehrter Heri' Professor, dass 
ich jetzt meine vorerwähnten allgemeinen Untersuchungen untei'breche, um 
einmal an die Redaction des — wenn auch nicht dem Inhalte — so doch dem 
Umfange nach ziemlich ansehnlichen Materials zu gehen, das sich mir durch 
fast dreijährige Arbeiten gesammelt hat. Ausserdem will ich auch jetzt gleich 
einige ganz kleine Abhandlungen fertig machen, um sie Herrn Liouville zu 
Überschicken; und Sie würden mich sehr verbinden, wenn sie in Paris gelegent- 
lich durch Ihr gewichtiges Wort die möglichst baldige Aufnahme derselben ins 
Journal befürworteten. Ich werde in der ersten dieser Abhandlungen die Klei- 
nigkeit aber BERNOULLische Zahlen auseinandersetzen, welche ich vor mehr als 
zehn Jahren gemacht habe; in der zweiten werde ich eine bei Vorträgen über 
Kreistheilung passende und äusserst einfache Weise der Zeichenbestimmung von 

^e '' mittheilen; in der diitten werde ich einen höchst simpeln Beweis für die 
Irreductibilität von L-i-x-{-x^-\ hx^'^ geben, und die vierte wird eine wesent- 
liche Abkürzung einer von Kummer in seinem Aufeatze Über die complexen 
Zahlen angewendeten Methode enthalten, — Diess, geehrtester Herr Professor, 
sind meine guten Vorsätze für die nächsten Wochen, — die Ausarbeitung 
mancher andrer Sachen, die ich in diesem Winter ^md früher gemacht habe, 
verschiebe ich noch, weil ich sie noch nicht für reif genug halte, — denn ich 
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habe bei meinen Arbeiten über die auflösbaren G-leichimgen die Erfahrung ge- 
macht, dass ich die Dinge erst eine lange Zeit wärmen muss, ehe sie die für 
die Publication erforderliche Reife erhalten. 

Aber ich habe Ihre Lese-Geduld gewiss schon auf eine zu harte Probe 
gestellt und will desshalb endlich diese Zeilen schliessen, indem ich Ihnen eine 
recht glückliche Reise wünsche und meine Frau sowie mich selbst Ihnen und 
Ihrer Frau Gemahlin auf das Angelegentlichste empfehle. 

Mit aufrichtigster Verehrung und Anhänglichkeit 
Ihr 

dankbarer Schüler 

Berlin, den .5. Maerz 1856. 

Leopold Kronecker. 



Von Kummer habe ich die besten Grüsse beizufügen. 



D. 0. 



in. KHONECKER AN DIRICHLET. 
Hochgeehrter Herr Professor, 

Als ich Ihnen am 3. Maerz schrieb, hatte ich zwar schon an die Möglich- 
keit gedacht, dass mein Göttinger Reiseprojekt durch irgend etwas vei-eitelt 
■werden könnte — aber es lag doch nichts vor, um diess gradezu zu befürchten. 
Inzwischen hat mich mein altes Uebel wieder gequält, mein kleiner Sohn — den 
ganzen vorigen Winter leidend — bedurfte einer baldmöglichen Luftverände- 
rang — und so sind wir seit einigen Wochen hier in Koesen, von wo ich 
Ende JuU in ein Seebad gehen werde, um meine eigene Gesundheit ^vieder 
möglichst ins Geleis za bringen*). Da ich auf diese Weise wieder darauf an- 
gewiesen bin, mich schriftlich Ihrem Andenken zu erhalten, so bekommen Sie 
hier diese Paar Zeilen bloss als Geleitschreiben des Abdruckes von einem kleinen 
Aufsätzchen, dessen Entstehungsgrund ich Ihnen bereits am 3. Maerz raitgetheilt 
habe. Ich hoflfe, dass dieser Grund genügende Entschuldigung für die Existenz 



*) Herr Kbokhcker hat sein Ofittinger Rei(;epröject i 
G. Lejeuiie Diriclilefs Werke. 11. 
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der beifolgenden Unbedeutendheit in Ihi'en Augen sein wird, falls Sie einmal 
gelegentlich einen Blick hinein thun sollten"). För diesen Fall erwähne ich 
nur noch, dass die auf pag. 209 definirten Zahlen k und deren Eigenschaften 
mir mehr Mühe gemacht haben als man ihnen ansieht, und dass überhaupt die 
Herleitungen und Beweise der mitgetheüten Resultate über AnELsche Glei- 
chungen manche Schwierigkeiten grade in der erforderlich gewesenen detaUlirten 
Ausarbeitung darboten. — Uebrigens sind die erwähnten Zahlen k in mancher 
Beziehung interessünt, und es erleidet keinen Zweifel, dass sie bei gewissen 
Formenanzahlen dieselbe Rolle spielen, wie die von Ihnen mit a und h bezeich- 
neten Zahlen in der Theorie der quadratischen Formen. Wenn man nämlich 
(um die in dem Aufsätzchen den Buchstaben n und m beigelegten Bedeutungen 
beizubehalten) überhaupt Formen n^^'^ Grades nnt mehreren Variabeln betrachtet, 
so kann man die den einfachsten complexen Zahlen entsprechenden so definiren: 
„dass die Formen in lineare Factoren zerlegbar und schon die cyküschen Func- 
tionen dieser linearen Factoren rationale Functionen der Variabein (d. h. mit 
rationalen Coöfficienten) sein sollen". Derlei Formen n*«" Grades mit der De- 
terminante m sind dann nichts Anderes als die Normformen (und deren asso- 
ciirte) von complexen Zahlen, die aus den Perioden «)(p) gebildet sind, und 
bei deren Formenanzahl eben die i's auftreten müssen. Sie sehen, dass man 
auf diese Weise eine einfache Erklärung derjenigen Formen hat, die offenbar 
die zunächst liegenden sind, und dass hierbei nichts von jenen zufälligen Be- 
sonderheiten auftritt, welche Eisenstein bei Erklärung der Kreistheilungsformen 
Stell (jrades mit 3 Variabebi hat zu Hülfe nehmen müssen. — Was meine Ar- 
beiten anlangt, so bin ich in meiner Hauptbeschäftigung nur wenig vorge- 
schritten, da ich mich mit einigen kleinen Ausarbeitungen habe beschäftigen 
müssen. Aber ich bin vielfach in den hof&iungsvoUen Femsichten, dem, was 
ich beweisen kann, vorausgeeilt und habe dabei Anschauungen von der Natur 
der Gleichungen gewonnen, die, wenn sie sich bewähren, ein ganz neues und 
erhebliches Interesse gewähren dürften. Bei der gänzlichen Neuheit des Feldes 
aber, auf welchem ich jetzt arbeite, und bei der kaum zu bewältigenden Coni- 
pücirtheit glaube ich, dass ich jahrelanger Arbeit bedürfen werde, ehe ich zu 
stricten Resultaten komme. Also, geehrter Herr Professor, erwarten Sie in 



**) Diese Worte beziehen sich auf die im Monatsbericht der Berlin 
röffeiil lichte algebraische Arbeit. 
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dieser Hinsicht nicht so bald etwas von mix\ zumal ich ein gut Theil Zeit auf 
die sorgfälti^te elementare Bearbeitung meiner ältei-en Resultate verwenden 
werde. Und ich habe ja doch nichts zll versäumen — vorausgesetzt dass meine 
Gresundheit mit den Jahren besser statt schlechter wird. Nun nur noch eins! 
Bei Gelegenheit eines kleinen Sätzchens über ganzzahlige Gleichungen, 
welches wohl in dem ereten unter Borchardt's Namen erscheinenden Hefte des 
Journals abgedruckt werden wird, kam ich wiederholt auf Ihre Notiz Über com- 
plexe Einheiten im Monatsberichte der Akademie. Erlauben Sie mit' in Bezug 
darauf Ihnen zu sagen, dass — wie ich glaube — Ihre dortige Darstellung 
zu Missverständnissen :föhren kann, und dass es meines Erachtens besser wäre 
die Sache zum Theil vom Ende anzufangen. Hat man nämlich — und Sie 
zeigen, dass diess stets zu finden ist — ein System von Einheiten: 

*j(«), ^jC«), . . ., *„_,(«), 
für welches — wenn u' und u conjugirt, 

gesetzt wird — jene Determinante X^ A^B^C^ . . . nicht verschwindet, so giebt 
es keine von verschiedenen Wertbe für m,, m^, - . ., m^^i, so dass die Glei- 
chungen : 

S,m,-i-ß^m,H l-ß;,_,m,_, = 0, 

sämmtlich erfüllt würden. Also kann nicht 

#,(K)'"'*a(ß)''\..*,,_^(a)'"'-^ =- 1 
sein für irgend welche ganze Wertbe von m^, m^, . . ., m,,_^, denn sonst iblgte 
wegen der Irreductibilität der zu Grunde gelegten Gleichung 

».(«')'•'*,«-•■• = 1, 

*,(!»)•'■*,(«""■■■ = I, 

also durch Multiplication von je zwei dieser trleicliungen ; 

fl"".«™-'--- = 1, b^^b'-y ■ ■ ■ ^= 1 etc. 
für alle k Gleichungen was ja eben unmöglich ist. Folglich bilden ^,(«), 
^a(ß) • ■ ■ ein System von unabhängigen Einheiten. 

50* 



y Google 



396 BRIEFWECHSEL ZWISCHEN LEJEUiNE DIRICHLET iiND KRONECKER. 

Ich meine, dass eine solelie Umkehr der Aufeinanderfolge Ihrer Schlüsse 
vor gewissen Missdeutungen hüten würde. Man ist nämlich durch die Worte 
pag. 106: „Sollen nun z. B. drei Auflösungen ..." und resp. durch die folgende 
Stelle: „Berücksichtigt man, ..." veranlasst zu glauben 

1, dass für ein System unabhängiger Einheiten keine einzige der obigen 
h Gleichungen stattfinden könne — während es doch nur unmöglich 
ist, dass alle stattfinden, 

2, könnte man denken, dass die Gleichung a^'a"^--- ^=\ die Gleichung 
Ä™i 6™> . . . = 1 etc. zur Folge hat, während doch nur aus der Existenz 

der Gleichung 

*^(ß)""*„Ca)'"^ . . . = 1 

die aller übrigen folgt. Die Gleichung a™'a'^'---= 1, d. h. 

0X")"'^*iC«')""*£(«)'"^*2(«'}™= ■■■ = !, 
lässt keinerlei Folgerangen über den Bestand derselben zu, wenn n in 
ß verwandelt wird. 
Ich erwähne nur noch der Fälle, wo in der That für ein System un- 
abhängiger Einheiten ifi(ß), . . ., ^a_i(«) eine oder mehrere der Gleichungen 
a™'«;'"' . . . = 1, V^X' . . . = 1, ... 

(aber natürlich nicht alle) befriedigt werden. Wenn nämlich z. B. eine Ein- 
heit ?P(«) existirt, deren analytischer Modul = 1 ist, und welche doch nicht 
Wurzel der Einheit ist (und es ist leicht zu zeigen, dass diess möglich ist), so 
muss nach Ihrem Fnndamentalsatze 

ü.'F(«) = *,(«)""*,(«)"" . . . *,_iCe)'""-' 

sein, wenn ^*i("), . . . die Fundamental einheiten und w eine Würze! der Einheit 

bedeutet. Verwandelt man hierin V — t in — V — 1, so wird 

^'\>P{a-) = #,(«')"" ■*,(«')"' . ■ ■ ^„-MT"-' 

und durch Multiphcation, wenn man berücksichtigt, dass U'(a)W(cc') = 1 ist: 

1 = «r-«r ■ ■ ■ «r-T'' 

■wo die m's von verschieden sind. Es gäbe noch mancherlei hierbei zu er- 
wähnen, doch lohnt es nicht der Schreiberei, und ich verlasse desshalb diesen 
Gegenstand, um Sie nur noch zu fragen, ob Sie die Bemerkung für interessant 
halten, dass man cyklometi-ische Auflösungen der Gleichung a?-\--Dy'^ = 4^ 
finden kann, wenn ^ ^; 1 (mod. D) ist. Es ist diess leicht als Verallgemeine- 



y Google 



BRIEFWECHSEL ZWISCHEN LEJEUNE DIRICHLET L'ND KEONECKER, 397 

rang der JACOBi'schen ?P"S zu sehen, woraus doi-t nur die Auflösung von 
x^-\-Zy^ = ip und x^-\-7y^ = 4p sich ergiebt. Es ist mir diese ganze Bemer- 
kung nur abgefallen von allgemeineren Betrachtungen, die sich aber im Uebi-igen 
noch nicht hinreichend fruchtbringend gezeigt haben. 

Nimmt man der grösseren Einfachheit wegen D ^ K einer Primzahl von 
der Form An -+- 3, so ist, wenn «' = 1, x" ^ 1 und p = kX-^l, nach Jacobi's 

Bezeichnung 

(a, x) = ^+aa;S-l-«2^^' -+-■■., 

und das Produet JKcc". x), welches sich auf alle quadratischen Reste « von Ä 

bezieht, ist wie leicht zu sehen von der Form ^u-\-^vy — Jl, wo u und v ganze 

Zahlen sind. Es ist nun 

u—v\/^'=Au—v-]/^) 

wenn ?/ und F die Zahlen der Auflösung von TJ"^ -\- XV ^ Ap bedeuten. Man 
sieht hieraus, dass man für ein gegebenes p und X eine Grleichung vom G-rade 
—^ — - aufstellen kann, welche (wenn f/^ + ^, F^ = 4/) in ganzen Zahlen auf- 
lösbar ist) eine einzige rationale Wurzel hat, aus welcher die Werthe von U und 
V unmittelbar hervorgehen. — 

Ich habe mich — zu meinem Schrecken sehe ich es — - schon wieder 

allzusehr ausgebreitet und bitte Sie desshalb um Entschuldigung. Ich bitte Sie 

ferner mich und meine Frau Ihrer Frau Gemahlin angelegentlichst zu empfehlen 

und bitte Sie endlich mir Ihr so sehr schätzbares Wohlwollen stets zu bewahren. 

Mit innigster Anhänglichkeit und Verehrung 

Ihr 

dankbarer Schüler 
Koesen, den 26. Juni 1856. 

Leopold Kroneckek. 



IV. KEONECKEE AN DIRICHLET. 

Hochgeehrter Herr Professor! 
Ich habe so eben an Herrn Dr. Dedekind ein Paar Zeilen geschrieben, 
und da treibt mich meine alte , Anhänglichkeit auch Ihnen einige Worte zu 
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schicken selbst auf die Gefahr hin, dass Ihr Interesse für mich inzwischen 
einigermassen erkaltet sein sollte. Zumal habe ich nicht recht Aussicht Sie 
bald einmal persönlich wiederzusehen*), denn Sie reisen stets nach Westen, und 
ich kann aus vielfachen Gründen nicht nach Göttingen kommen. — Mit meinen 
mathematischen Arbeiten ist es mir im vergangenen Winter sonderbar gegangen, 
nämlich sowohl in meinen algebraischen Ausarbeitungen als in den weiteren 
Untersuchungen tiber die Affecte der Gleichungen bin ich immerfort von schein- 
bar wenig damit zusammenhängenden Dingen unterbrochen worden, ohne dass 
ich grade Grund hätte mit diesen Unterbrechungen unzufrieden zu sein. Denn 
ich habe so manche sehr interessante Sachen gefunden, und da ich mich zumeist 
dadurch so unabhängig fühle, dass mich keine Spur irgend welchen Ehrgeizes 
quält, da ich vielmehr einzig und allein meine Freude in der Erkenntniss des 
Wahren habe, so kommt es mir wenig darauf an, wozu ich grade meine Zeit 
verwende, wenn ich sie nur Überhaupt gut benutze. — Die beiden Haupt- 
episoden meiner Arbeiten betrafen die complexe Multiplication der elliptischen 
Functionen und die Theorie der allgemeinsten idealen Zahlen. In Bezug auf 
das erste Thema habe ich Ihnen meine ersten Resultate schon im December 
hier mitgetheilt. Ich habe in den ersten drei Monaten dieses Jahres noch viele 
ähnliche Resultate gefunden, Alles streng bewiesen und Überhaupt die be- 
treffende Untersuchung eigentlich abgeschlossen. Das dabei durchforschte Meine 
mathematische Gebiet war mir in vieler Beziehung äusserst interessant. Die 
Eleganz der Resultate und die Einfachheit der Beweismethoden, der Zusammen- 
hang der Analysis und Zahlentheorie, die weiteren Aussichten, die die Sachen 
gewähren — alles das vereinigte sich, um meinen Eifer in der Untersuchung 
anzuspornen und nachher zu belohnen. Ich werde kurz die wesentlichsten Re- 
sultate anführen: 1, die Moduln k, für welche Multiplication mit a-\-b']/ — D statt- 
findet, sind Wurzeln einer auflösbaren Gleichung .Ö^ten Grades, deren Coöffi- 
cienten complexe Zahlen von der Form a-k-hV — Z) sind, wo H die Anzahl 
der quadratischen Formen für die Determinante — Z) bedeutet. 2, die Glei- 
chung hat den Charakter der von Abel behandelten Gleichungen, dass sämmt- 
liche Wurzeln rationale Functionen einer einzigen sind, und dass, wenn: 
k, 6(k), Oiik) solche Wurzeln bedeuten, ööi(/:) = 6iQ(k) ist. Die Anzahl der 
hierbei nach Abel entstehenden Cykeln oder Perioden ist gleich dem Irregu- 

*) DiKtcHLST hatte im December 1856 Berlin besucht. E. Sch. 
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laritäts-Exponenten von Gauss für — D. Ist jene Anzahl = 1 also jene Gleir 
chung eine (wie ich es nenne) „Abelsche", so ist die Determinante regulär. 
Es ist mir nicht aussichtslos, dass ich noch werde bestimmen können, ob jene 
Gleichung eine Abelsche ist oder nicht und damit also, ob die Determinante 
regulär oder irregulär ist. Wenigstens kann ich schon jetzt den Charakter einer 
solchen Bestimmung angeben, und der ist merkwürdig genug. 3, Aus den 
H Moduln k lassen sich die CoSfficienten eines Systems nicht äquivalenter qua- 
dratischer Formen der Determinante — £* in transcendenter Form angeben. 
4, Gewisse rationale Functionen der irrationalen Grössen k lassen sich als ideale 
Zahlen betrachten, welche die quadratischen Formen ersetzen. Diese idealen 
Zahlen erschliessen manche Eigenthümlichkeit der Zahlentheorie und Algebra, 
und ich erwähne in dieser Beziehung nur, dass sie bei Aufstellung der Abel- 
schen Gleichungen mit complexen Cogfficienten mit I>rothwendigkeit erscheinen. 
Ihre Analogie mit den wirklichen Zahlen a + öV— ö geht ferner daraus hervor, 
dass sie dieselben bei der Multiplication der elliptischen Functionen gradezu er- 
setzen. 5, Der erwähnten Untersuchung gebührt jedenfalls das Verdienst auf 
den für die Berechnung und überhaupt einfachsten Ausdruck der Formenanzahl 
für die Determinante —D aufmerksam gemacht zu haben. Alis jener Unter- 
suchung resultiren nämlich eine Menge recijrrirender Formeln der allereinfachsten 
Art fiir die zu den Determinanten: —D, —D+V, —D-h2-, — D+3^ ... 
gehörigen Formenanzahlen. Viele dieser Formeln lassen sich ganz simpel aus 
dem Zusammenhang der Formenanzahl mit der Anzahl der Darstellungen als 
Summe von 3 Quadraten ableiten und, was schöner ist, jene Theorie giebt einen 
Beweis dieses Zusammenhanges. Aber ein andrer Theü jener Formeln scheint 
mir arithmetisch schwer beweisbar. Ich habe trotz mancher daran gewendeten 
Mühe keine Ahnung davon, wie es möglich sein wird. Ich theile Ihnen zur 
Probe eine dieser Formeln hier mit: Sei Ft^m") die Anzahl der Formen für die 
Determinante — m, so ist: 

F(n)-h2F(n~l)+2F(n—4)+2F(n—9)-h2F(n—l&)-h-- = ^(n), 
wo ^(ji) die Summe deijenigen Divisoren von n bedeutet welche grösser als 
Vra sind, und wo « ^^ 3 mod. 4 ist. 6, Wenn n Primzahl, so ist ^(ii) = n, und 
da findet eine merkwürdige Eigenschaft der Formen statt, die ich noch nicht 
bewiesen und auf sehr eigenthümlichen Inductionswegen gefunden habe, eine 
Eigenschaft, welche zeigt, dass die Determinanten n, n — 1, n~4 . . . in vieler 
Beziehung zusammen zu betrachten sind. Denkt man sich nämlich alle redu- 
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cirten Fomien für alle diese Determinanten: — (n — 7'*) und üür alle diese Formen 
(a, b, c) die Zahlen, weichen der Ausdruck ■ ~:zy~ Ji — !L oder besser: — ^^ 
modulo n congruent ist, so erhält man grade alle Zahlen 0, 1, 2 . . . (n — 1). 
Ist das nicht schön? 7, Wenn D als Summe dreier Quadrate darstellbar ^t, so 
erhält man auf die einfachste Art die Formenanzahl ausgedrückt durch die 
Anzahl der Darstellungen als Summe von 2 Quadraten von: D — 1, D — 4, 
Z) — 9 , - . ; da diese Anzahlen nur von den Primfactoren abhängen, so ergiebt 
diess eine Welse zur Berechnung der Formenanzahl die — mit Hülfe einer Fac- 
torentafel — im Wesentlichen nur auf „Ablesen" hinaus kommt. 8, Diejenigen 
Moduln k, für welche die Modulargleichungen gleiche Wurzeln haben, sind von 
der oben bezeichneten Art, Es charakterisirt diess die von mir hetrachteten 
eUiptischen Functionen als gewissermassen Grenzwerthe der allgemeinen und 
zwar als solche, die einen Schritt näher liegen als die äusserste Grenze d. h. 
die Kreisfunctionen. Während es für diese nur Multiplication giebt, findet für 
meine besonderen ellipt. F. zwar auch Transformation statt, aber dieselbe ist 
hier selbst eine Art von MultipHcation; die Multiplication wird durch die forma 
principalis, die Transformationen werden durch die andern Formen repräsentirt. 
Haec hactenus. Augenblicklich stecke ich tief in Untersuchungen über allge- 
meine complexe Zahlen von der Form, wie Sie die Einheiten betrachtet haben. 
Ich habe die Begriffe der idealen Zahlen, die Reduction der Formen etc. fest- 
gestellt und durch diese allgemeinsten Betrachtungen eine sehr bemerkenswerthe 
Einfachheit erzielt. Und es ist keine hohle Allgemeinheit; denn ich bin sehr 
schönen Resultaten auf der Spur und weiss ziemlich genau, wie weit ich kommen 
werde. Das Schönste daran ist, dass man den Begriff der derivirten Formen 
fi'ir alle diese zerlegbaren Formen allgemein aufstellen und, wie ich glaube, auch 
das Verhältniss der Formenanzahl für primitive und derivirte allgemein be- 
stimmen kann. Für eine grosse Olasse (wozu die quadratischen Formen, die 
Kreistheilungsformen gehören) ist es mir bereits gelungen. Auch geben meine 
Untersuchungen eine Einsicht in Ihr Resultat über die Formenanzahl für eine 
reelle Determinante in der complexen Zahlentheorie. Doch genug! Raum, Zeit 
und wohl auch Ihre Geduld sind zu Ende, und desshalb bitte ich nur noch ein 
Bisehen Wohlwollen zu bewahren 

Ihrem Ihnen aufrichtig ergebenen 
Berhn, 17. Mai 57. 

Köthner Str. 12. Leopold Kkonecker. 
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V. DIRICHLET AN KRONEOKER. 

Herrn Dr. Kkonecker 

in Berlin 
Köthener Str. Nr. 12. 

Da Sie, verehrter Freund, aus Erfahrung wissen, wie tief bei mir die 
üble Gewohnheit eingewurzelt ist, die Briefe selbst meiner liebsten Freunde sehr 
spät zu beantworten, so werden Sie sich kaum wundern, wenn die durch 
BoRCHARDT und Ehlert hierher überbrachte Nachricht, dass Sie von Berlin ab- 
wesend seyen, meinen festen Entschiuss, Ihnen während der Pfingstferien zu 
schreiben, nicht zur Ausführung hat kommen lassen. Da Sie aber, wie ich von 
Dedekind erfahre, wieder zurück sind und Berlin bald wieder verlassen wollen, 
so kann ich nicht länger zögern, Ihnen meinen innigsten Dank für Ihren so 
interessanten Brief abzustatten. Für die überaus grosse Freude, welche mir die 
Mittheilung Ihrer schönen Entdeckungen verarsacht hat, finde ich keinen pas- 
senderen Ausdruck als Ihnen aus vollster Ueberzeugung macte virtute zuzurafen. 
Zugleich kann ich Ihnen nicht verhehlen, dass sich dieser Freude etwas Egois- 
mus beimischt, da ich mir bei aller Bescheidenheit das Zeugniss nicht vei'sagen 
kann, dass ich Sie zueret in die unteren Regionen einer der Wissenschaften ein- 
geführt habe, auf deren Höhen Sie jetzt als Meister einherschreiten. Ich rede 
absichtlieh nur von einer dieser Wissenschaften, denn an Ihrer algebraischen 
Grösse muss ich mich völlig unschuldig erklären. 

Mein Interesse an den merkwürdigen Beziehungen, die Sie zwischen den 
quadratischen Formen, der Algebra und den elliptischen Funktionen aufgefunden 
haben, ist um so lebhafter, als ich selbst zuweilen ähnlichen Beziehungen nach- 
gespürt habe. Ein hierauf bezüglicher Gesichtspunkt ist in meiner Abh. R. 
s. d. a. § 7 angedeutet, doch wird das am bezeichneten Orte Gesagte, wie ich 
später bemerkt, sehr durch die dort vorausgesetzte Bedingung verdunkelt, dass 
bei den doppelten Summationen nach x und y, das Trinora a^-^^hxy-^-cy^ 
relative Primzahl zu D seyn muss. Ich habe den Gegenstand von dem durch 
Beseitigung der erwähnten Bedingung sehr vereinfachten Gesichtspunkt aus eine 
■gute Strecke weiter verfolgt, glaube jedoch, wenn ich andei^ Ihre leider sehr 
kurzen Mittheilungen richtig deute, dass die von mir gemachten Bemerkungen 

G. I.ejeiJiie Diriclilefs Werke. II. 51 
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kaum etwas mit Ihren schönen Resultaten gemein haben, welche wesentlich auf 
der Partikularisirung des Moduls zu beruhen scheinen, während meine Betrach- 
tung die Unbestimmtheit von k und des davon abhängigen q voraussetzt. Um 
so begieriger bin ich, das Fundament und den eigentlichen Ausgangspunkt Ihrer 
Untersuchungen kennen zu lernen, auf deren baldige Publikation ich rechnen zu 
dürfen glaube, da Sie selbst Ihre Arbeit als im "Wesentlichen abgeschlossen be- 
trachten und als eine von massigem Umfange bezeichnen. 

Was mich betrifft, so bin ich jetzt mit der Ausarbeitung der hydrodyna- 
mischen Abhandlung beschäftigt, von deren Gegenstand zu "Weihnaehten flüchtig 
zwischen uns die Rede war. Das Hauptresultat lässt sich ungefähr so formuliren. 

„Hat eine incompressible homogene flüssige Masse, deren Theile sich nach 
dem NEWTONschen Gesetze anziehen und die an ihrer Oberfläche einen con- 
stauten oder nur von der Zeit abhängigen Druck erleidet, aniUnglich die Gestalt 
eines Ellipsoides, ist femer die anfängliche Bewegung so beschaffen, dass sie in 
zwei einfachere zerlegbar ist, eine Drehung um eine durch den Mittelpunkt ge- 
hende Axe mit derselben Winkelgeschwindigkeit für alle Massenelemente, und 
eine zweite Bewegung, bei welcher alle Massenelemente sich in Bezug auf drei 
bestimmte sich im Mittelpunkte rechtwinklig durchschneidende Ebenen so be- 
wegen, dass ihre Geschwindigkeiten senki'echt gegen jede dieser Ebenen zerlegt, 
den Abständen von denselben proportional sind, so wird die Oberfläche zu einer 
beliebigen Zeit die Form eines Ellipsoides haben, welches mit dem ursprüng- 
lichen concentrisch ist, dessen Axen aber in Grösse und Richtung mit der Zeit 
veränderlich sind. Hinsichtlich der Bewegung der einzelnen Elemente gilt das- 
selbe, was für den ersten Augenblick vorausgesetzt wurde, d. h. die augenblick- 
liche Bewegung ist zu jeder Zeit aus zwei einfachen, wie sie oben definirt 
wurden, zusammengesetzt, so jedoch dass die Drehungsaxe und die drei Ebenen, 
welche diesen Bewegungen entsprechen , im Aligemeinen mit der Zeit ver- 
änderhch sind. 

Wie leicht zu sehen, involvirt der vorausgesetzte ursprüngliche Bewe- 
gungszustand 8 willkührliche Grössen und es ist merkwürdig, dass sich für einen 
solchen Anfangszustand der allgemeine Charakter der eintretenden Bewegung 
angeben lässt. Ich sage „der allgemeine Charakter der Bewegung", denn zur 
vollständigen Kenntniss derselben sind 9 Funktionen der Zeit zu bestimmen, 
welche durch eben so viele Gl. definirt werden, eine endliehe und 8 Differt. gl. 
2tß'' Ordnung, für welche man allgemein 7 Integrale erster Ordnung angeben 
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kann. Die vollständige Lösung lässt sich nur in speciellen Fällen durchführen, 
von denen einer der einfachsten der ist, wenn das Ellipsoid zwei gleiche Axen 
hat und die Bewegung ohne antUngliche Geschwindigkeit beginnt. 

Aus meinen Gl. ergiebt sich die Lösung eines Problems, welches einiges 
Interesse darzubieten scheint, wenn gleich das Resultat ein rein negatives ist. 
Die bekannten von Maclaurin und Jacobi gefundenen Resultate führen natur- 
gemäss auf die Frage, in welchen Fällen ein flüssiges homogenes Ellipsoid, 
dessen Elemente sich gegenseitig nach dem NewTONschen Gesetze anziehen, 
wie ein fester Körper um seinen Schwerpunkt rotiren kann, und die Antwort 
lautet, dass dies nur möglich ist, wenn die Bewegung um eine feste, mit einer 
der Hauptaxen des Ellipsoids zusammenfallende Axe geschieht, was der von 
Maclauein und Jacobi untersuchte Fall ist. 

Wenn ich mich nun noch eines mir von meiner Frau gegebenen Auf- 
trages entledige, so ist das Papier und also auch dieser lange Brief zu Ende. 
Der Auftrag ist der, Sie zu bitten, dass Sie meine Fa'au gefälligst bei Ihrer 
Frau entschuldigen wollen, dass sie sie (schöner Stil) vorigen Winter nicht hat 
besuchen können. Ehleet kann bezeugen, wie sehr meine Frau während ihres 
kurzen Aufenthaltes gehetzt gewesen ist und nui- den kleinsten Theil der von ihr 
beabsichtigten Besuche bat machen können. 

Vale et mihi fave 



GöTTINGKN 4. Juli 1857. 



DiRICHLET. 



VL DIRICHLET AN KRONEOKER. 

Ich beeile mich, verehrter Freund, Ihnen für Ihren freundlichen Brief*) 
zu danken und zugleich den früheren vom Mai Ihrem Wunsche gemäss zu 
öberschicken. Es versteht sich von selbst, dass Sie mir den letzteren, der mein 
Eigenthum ist, später wiedei- zustellen müssen, doch hat es damit keine Eile, 
da mir eine von Dedekind genommene Abschrift jeden Äugenblick zu Gebote 
steht. Von Ihrem freundlichen Versprechen, mich zu besuchen, nehme ich, 
wie die Juristen sagen, Akt, hoffe jedoch, Sie vielleicht noch früher in Berlin 



*) Dieser Brief von Herrn Khonecker hat sich in Dirichlet's Nachlass nicbi Torgefunden. E. 1 

51« 



y Google 



404 BRIEFWECHSEL ZWISCHEN LEJEUNE DIRICHLET UND KRONECKER. 

ZU sehen. Ihres Auftrages wegen Riemann, dessen jetzigen Aufenthalt ich 
nicht sicher kenne — er war längere Zeit in Harzbui-g — entledige ich mich 
dadurch, dass ich heute an Dedekind schreibe, um durch diesen Ihr Gesuch 
an RiEMANN gelangen zu lassen. 

Empfehlen Sie mich und meine Frau Ihrer Frau Gemahlin bestens und 
grüssen Sie unsere Freunde Ehlert, Kummer, "Weierstrass und Borchardt, 
falls er zurück ist, ergebenst von 

Ihrem treu ergebenen 

GÖTTINOEN 4. Okt. 57. T. 

Dirichlet. 



VlI. KRONECKER AN DIRICHLET. 

Hochgeehrter Herr Professor, 

Zuvörderst meinen herzlichsten Dank für die ungemein prompte Erfüllung 
meiner neulichen Bitte! — Inzwischen bin ich von einem sehr schweren Ver- 
luste betroffen worden — meine Mutter ist im öOsten Jahre ihres Lebens, 
■wenn auch an einer chronischen Krankheit, doch so plötzlich gestorben, dass, 
als ich vor sechs Wochen auf die erste Nachricht hin nach Liegnitz eilte, ich 
sie schon nicht mehr lebend antraf. Ich verweilte damals noch einige "Wochen 
bei meinem armen Vater, und ich war selbst geistig und körperlich von dem 
Schlage sehr mitgenommen. Nachher kamen mancherlei leichtere Krankheiten 
in meiner kleinen Familie hier — Sie können Sich also denken, dass meine 
Arbeiten nur sehr langsam von Statten gingen, und ich muss Sie um Nach- 
sicht bitten. 

Die kleine Notiz, die ich über meine „Ellipt. Functions- Arbeiten" redi- 
girt habe, erlaube ich mir Ihnen anbei zu überreichen und noch drei Exemplare 
zur ganz gelegentlichen Abgabe an die Herren Riemann, Dedekind und Stern 
beizufügen. Zur Entschuldigung hätte ich dabei mehr zu sagen als der Text 
seihst Raum einnimmt; doch werde ich die ausführliche Ausarbeitung so bald 
folgen lassen, dass diese selbst Alles erklären soll. Einige kleine Nachlässig- 
keiten meines Briefes vom 17. Mai, welcher anbei zurückfolgt, finden sich in 
der gedruckten Notiz verbessert.. Nur zwei Punkte sind es, über die ich im 
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Frühjahr eine wirklich irrige Meinung hatte. I. Ich hatte damals einen Beweis 
für die Irreductibilität der Gleichungen gemacht, von denen die Modulwerthe 
ahhängen — und dieser Beweis ist falsch. Ich bin zwar immer noch über- 
zeugt, dass jene Gleichungen irreductibel sind, aber da ich es noch nicht be- 
weisen kann, musste ich einstweilen den darauf gegründeten Schluss auf den 
Irregularitätsexponenten aufgeben. Dieser Schluss würde — so lange jene 
Irreductibilität noch nicht feststeht — nur in einer alternativen Forai gemacht 
werden können, die weder schön noch einfach genug ist, um in die beiliegende 
Notiz mit aufgenommen zu werden. — II. Ich hatte femer im Frühjahr die 
irrige Meinung mit dem qu. Gebiete mathematischer Untersuchung gewisser- 
maassen fertig zu sein, während sich mir jetzt noch eine Fülle neuen und rei- 
' chen Materials bietet. Indessen werde ich dieses Mal gegen meine Gewohnheit 
und Neigimg doch an die Veröffentlichung gehen, ehe ich die Sache ganz 
durchgearbeitet habe; ich werde in zwei Theilen meiner Arbeit die Auflösbar- 
keit jener Gleichungen und die Anwendung derselben auf die Theorie der 
quadratischen Formen negativer Determinante geben, die weiteren Anwendun- 
gen aber namentlich auf die Composition der Formen wahrscheinlich noch ver- 
schieben. — Ich hoffe Sie werden diese Genügsamkeit Ihres armen Schülers 
billigen — denn ich sehe endlich ein, dass ich meinem Ideal nicht mehr nach- 
streben kann und darf, nämlich auch nur eine — wenn auch in niedrigeren 
Regionen sieh bewegende — doch so in sich vollendete Arbeit zu liefern, wie 
die Ihrigen Alle sind. Es ist einmal mein Kreuz, dass ich immer auf Gebiete 
geführt werde, die bessere geistige Kräfte erfordern, als mir von der Natur 
verliehen sind, und die mehr Zeit in Anspruch nehmen als die ist, auf welche 
ich bei meinem doch eigentlich sehr unzuverlässigen Körper zu rechnen habe. — 
Bei meiner Ausarbeitung will ich nichts aus der Theorie der quadr. Formen 
voraussetzen, um deutlich zu zeigen, dass sich die ellipt. Functionen das Alles 
selbst machen. Doch, ehe ich das auch für die „Composition" mache, muss 
ich Sie, den Meister aller dieser Gebiete, dui'chaus selbst sprechen. Hoffentlich 
kommen Sie in den Weihnachtsferien hierher; wenn nicht — so komme ich 
später nach Göttingen. Von Kummer, der mit seinem Eeciprocitätsgesetz- 
beweise sehr schön vorgeschritten ist, soll ich Ihnen die herzlichsten Grüsse 
ausrichten. Ihrer Frau Gemahlin, die hoffentlich glücklich dort angekommen 
ist, bitte ich mich selbst und meine Frau, die ihre Grippe immer noch nicht 
ganz verwunden hat, bestens zu empfehlen. Sie selbst endlich, geehrter Herr 
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Professor, ersuche ich, Ihr für mich über Alles schätzbares Wohlwollen auch 
fernerhin zu bewahren 

Ihrem Ihnen treu und dankbar ergebenen 

Berlin 2. Decbr. 57. Leopold Kronecker. 

Grössen Sie Riemann und Dedekind geialhgst herzlichst von mir 

D. O. 



VIII. DIRICHLET AN KRONECKER. 

Herrn Dr. Kronecker 

(aus Berlin) z. Z. 

in 
frei Ilsenburg. 

Göttingen 23. Juh 58. 

Da Sie, verehrter Freund, neulich auf dem Bahnhofe zu Harzburg*) 
den Wunsch äusserten, den Ausgangspunkt meiner Untersuchungen über den 
Zusammenhang zwischen den quadratischen Formen von negativer Determinante 
und den elliptischen Funktionen kennen zu lernen, so will ich Ihnen meine 
Grundformel für den speciellen Fall, wo die Determinante eine negativ genom- 
mene Primzahl p von der Form 4ra+3 ist, mit zwei Worten mittheilen und 
so gut es, ohne mich in lange Erörterungen, zu denen mir die Müsse fehlt, ein- 
zulassen, geschehen kann. Eine Andeutung dieses Zusammenhanges habe ich 
schon im zweiten Theile meiner Abhandlung R. s. d. a. etc. gegeben, aber die 
Sache ist dort durch den Umstand complich't, dass die Zahlen bei der Dar- 
stellung ausgeschlossen werden, welche mit der Determinante einen gemein- 
schaftlichen Theiler haben. Hebt man diese Voraussetzung auf, so stellt sich 
die Formel für den erwähnten besonderen Fall und unter Anwendung der 
Jacobi' sehen Zeichen wie folgt: 

_LA2(±)sin am Ä^^ = 2oä(-'+^^^.4-.^'' +etc. 

Die Summe auf der eisten Seite erstreckt sich von s= 1 bis s =j)—\, 



*) DiRK-HLEi wai im Juli bei Herrn Khonegkek, welcher den Sommer in llaenburg zubrachte, 
einige Tage zum Bosmli Auf Djrichlet's Riicbreise nach Göttingen begleitete ihn Herr Kboneoker ku 
Wagen you Ilsenburg nach Haritiurg E. SeH. 
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und die Doppelsummen auf der zweiten beziehen sich auf alle Systeme x, y, für 
welche die jedesmalige quadratische Form (a, b, c) (der ersten Art oder pro- 
prie primitiva) ungerade wird. Die eben ausgesprochene Bedingung liesse sich 
übrigens leicht entfernen, wenn man auch die Formen der zweiten Art zuziehen 
wollte. Jede Doppelsumme lässt sich nun, wie schon am angeführten Orte 
bemerkt, in eine endliche Anzahl von Produkten von je zwei einfachen Summen 
der Form 

.Ij"""' 

zerlegen, wo «J und s rationale Zahlen sind. Jede solche einfache Summe aber 
lässt sich, wie aus den von JäCOBi gegebenen Eigenschaften von © leicht folgt, 
aber so viel ich weiss, bisher nirgends bemerkt worden ist, in die Form 



bringen, wo f(k) eine algebraische Funktion des zu q gehörigen Moduls k ist. 
Da nun andrei^eits jeder der auf der ersten Seite vorkommenden sin am eben- 
falls eine algebraische Funktion von k ist, so drückt die Gleich, eine Relation 
aus zwischen algebraischen Funktionen des flüssig bleibenden k. Man kann 
daher sagen, dass die ganze Theorie der Formen von negativer Determinante 
und der durch sie darstellbaren Zahlen auf Beziehungen zwischen den Wurzeln 
algebraischer Gleichungen zurückkommt und sich aus diesen Beziehungen muss 
ableiten lassen, was ein um so bemerkenswertheres rapprochement ist, als sich 
bis jetzt bei Formen von positiver Determinante keine Spur eines ähnlichen 
Zusammenhanges findet. 

Seit unserm neulichen Gespräch auf der Fahrt von Ilsenburg nach 
Harzburg ist es mir gelungen, die Summe ^ — , wo [ ] nach Gauss das 
grösste Ganze bezeichnet und die ich bisher nur mit einem Fehler der Ordnung 
Yn angeben konnte, bedeutend in die Enge zu treiben. Die Auffindung des 
hiezu dienenden Mittels, welches aller "Wahrscheinlichkeit nach auch auf die 
folgenden Fälle anwendbar seyn wird, macht mir zwar grosses Vergnügen, 
kommt mir aber in sofern zu ungelegener Zeit als ich dadurch von der Vollen- 
dung der hydrodynamischen Abhandlung abgezogen werde, welche doch endlich 
fertig werden muss. 
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Mit der Bitte mich Ihrer Frau G-emahlin und den andern llsenburger 
Damen so wie H. Dr. Bünzlek bestens za empfehlen. 

Mit BoRCHÄRDT wird es besser 
gehen, da er meine Frau in Charlotten- l^i^' treu ergebener 

bürg zu besuchen die Absieht, hatte. Dikiciilet. 



IX. DIRICHLET AN KRONECKER. 

Gröttingen 31. 7. 58. 

Seit ich Ihnen, verehrter Freund, gestern vor acht Tagen geschrieben 
habe, habe ich von meiner Frau einen Brief aus Preussen erhalten, aus wel- 
chem hervorzugehen scheint, dass sie Borchardt, welcher sie in Chai'lotten- 
burg zu besuchen die Absicht geäussert hatte, nicht gesehen hat. Ich muss 
daher fürchten, dass sich der Zustand unsres Freundes neuerdings verschlimmert 
hat und bitte Sie desshalb mir mit zwei Worten zu sagen, was Sie aus Berlin 
über ihn erfahren haben. Ein gestern von Heine eingelaufener Brief erwähnt 
mit keiner Silbe, dass Sie ihn in den Harz citirt hätten; es wird nun wohl 
ganz unterbleiben, da Ihre Abreise nach Helgoland nach dem, was Sie mir 
neulich sagten, vor der Thür seyn muss. 

Mit meinen besten Empfehlungen für Ihre Frau Gemahlin 

Ihr ergebenster 

DlRICHLET. 



X. KRONECKER AN DIRICHLET. 

Ilsenburg Sonntag 1. August 58. 
Hochgeehrter Herr Professor. Ich eiiipfange so eben ihr gestriges 
Schreiben und beeile mich Ihnen über unsern Freund Borchardt Nachricht zu 
geben, mit dem ich heut vor acht Tagen in Braunschweig zusammen war. 
Wie das gekommen, ohne dass ich die mit Ihnen getroffene Verabredung er- 
füllen konnte, darüber muss ich Ihnen mit ein paar Worten Aufschluss geben. 
Das ziemlich andauernd schöne Wetter am Montag nach Ihrer Abreise von 
hier trieb mich nämlich zur Ausführung meines Planes einen mehrtägigen Ans- 
ilug nach dem Brocken und dem Unterharz zu unternehmen. Durch Wetter- 
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und andere Störungen verlängerte sich meine Abwesenheit von hier bis Sonn- 
abend vor acht Tagen. Ich hatte inzwischen nicht an Borchardt noch an 
Heine geschrieben, da ich nach der früheren KuMMERSchen Mittheilung über 
Borchardt's Belinden dessen Abreise als noch weit hinausgeschoben betrachtete. 
Zu meinem Erstaunen fand ich nun aber bei meiner Rückkunft hierher am 
Sonnabend Borchardt's Nachricht vor, dass er Sonntag Mittag in Braunschweig 
eintreffen würde. Es war nun rein unmöglich, Ihnen noch rechtzeitig davon 
Mittheilung zu machen, zumal ich wusste, dass Sie Montag wieder Vorlesungen 
halten und also selbst ein längeres "Warten Borchardt's in Braunschweig nichts 
genützt haben würde. Ich reiste also Sonntag allein hinüber und war mit 
BoßCHAßDT von 1 bis 8 Uhr zusammen. Er hat es natürlich sehr bedauert, 
um Ihren — vielleicht auch um Heinb's Besuch — durch Umstände gekom- 
men zu sein, deren Abwendung zum Theil vielleicht in meiner Gewalt war. 
Indessen, geehrter Herr Professor, Sie haben jetzt alle Data, um selbst das 
Verdict über mich auszusprechen. Soviel über meine etwaigen Entscbuldigungs- 
gründe; was Borchardt anlangt, so fand ich ihn freilich sehr schwach und 
angegriffen, indessen hoffe ich doch, dass er die Reise nach der Insel Wight, 
die er in kurzen Tagereisen und in Begleitung eines gewandten Dieners machte, 
glücklich vollendet haben wird. Er denkt auf der Insel Wight auch seine 
Cousine Hellborn, jetzt verheirathete Sussmann, mit ihrem Manne zu treffen, 
so dass er also sich dort um so weniger verlassen fühlen wird. Borchardt 
hatte, wie ich vor einigen Tagen von Berlin hörte, vor einigen "Wochen erst 
wieder einen kleinen Anfall gehabt, und seitdem datirt sich die eigentliche 
Besserung, während bis dahin die Krankheit mehr schleichend verlaufen war, 
aber auch gar nicht recht weichen wollte. — Borchardt gedenkt an 5 Wochen 
in England zu verweilen und, wenn es ihm alsdann gut geht, noch auf einige 
Zeit nach Sorrent zu gehen. Freilich liegen die beiden Seeküsten etwas 
weit auseinander — aber Dampfwagen und Dampfschiffe laufen ja schnell. 
Borchardt's Adresse von der Insel Wight werde ich erst in Helgoland erfahren, 
wohin ich übermorgen mit meinem Sohne Ernst abzureisen gedenke, und 
wohin mir vielleicht (einem gestrigen Berliner Briefe nach zu schliessen) 
Weiebstrass und Kummer folgen werden. 

Nach allen diesen Personalien komme ich nun dazu, Ihnen füi' Ihi-en 
freundlichen Brief vom 23sten Juli aufs Herzlichste zu danken und Ihnen zu 
sagen, wie sehr ich mich durch diese prompte Mittheilung geschmeichelt fühle 
G. Lejeune Dirichlefs Wsrke. II. 52 



y Google 



410 BRIEFWECHSEL ZWISCHEN LEJEUNE DIRICHLET UND KRONECKER, 

und noch mehr, wie ungemein mich der lohalt jenes Schreibens interessirt hat; 
dass Sie in der Bestimmung von ^ — so vorgeschritten sind, ist doch eigent- 
lich so prächtig, dass keinerlei Rücksicht Ihre Freude daran beeinträchtigen 
darf. Auch wird Sie gewiss kein Bedenken von der weiteren Verfolgung der 
bezüglichen Untersuchungen abhalten, denn die Macht des Reizes derselben ist 
zu gross. Endlich aber wird es Ihrem umfassenden Geiste gewiss nicht schwer, 
die Ausarbeitung fertiger Untersuchungen selbst bei Arbeiten auf ganz andern 
Gebieten nebenher gehen zu lassen. Das ist eben der Vorzug unsrer grossen 
Männer, dass sie nicht nur die Fülle der Gedanken haben, sondern dass diese 
ihnen auch kein Hindemiss ist für deren Ausbeutung. — Ihre schönen Mit- 
theilungen über die ellipt. Functionen werde ich mir gleich nach meiner Rück- 
kunft nach Berlin ordentlich zu Nutze machen. Ich werde mir die von Ihnen 
angedeutete Umformung von ^^ä<™'+2*'ä'+^') in Produkte von je zwei einfachen 
Summen ^q'-^'-^^^' zu verschaffen und namentlich die rationalen Zahlen J' ixnd s 
zu bestimmen suchen. Diese hängen direct wahrscheinlich von den Coöfficien- 
ten der Formen ab, wenigstens so dass — während die linke Seite Ihrer 
Hauptgleichung offenbar algebraische von der Modulargleichung ptev Ordnung 
abhängige Functionen enthält — auf der rechten Seite algebraische Functionen 
vorkommen werden, welche aus Modulargleichungen andrer Ordnungen ent- 
stehen. Solche Beziehungen sind mir aber algebraisch vom höchsten 
Interesse — man kennt zwar schon dergleichen, aber die aus Ihrer 
Gleichung resultirenden sind sicher ganz verschieden von den bereits be- 
kannten. Auch die zahlentheoretischen Folgerungen aus Ihrer Gleichung müssen 
ganz verschieden sein von denjenigen, die ich aus der Theorie der ellipt. 
Functionen gezogen habe. Aber ich glaube, dass Ihre Gleichung auch dann 
noch interessante Ergebnisse liefern wird, wenn man darin dem Modul k einen 
deijenigen speciellen Zahlenwerthe giebt, die ich besonders untersucht habe. 
Alle meine diessfällsigen Ideen und Absichten sind natürlich noch sehr un- 
bestimmt — denn Jlsenburg ist kein gutes Klima für mathematische Studien — 
aber von Berlin aus hoffe ich Ihnen den Dank für Ihre schätzbaren Mittheilungen 
zu bethätigen. Meine liebe Frau lässt sich Ihnen angelegentlichst empfehlen, 
und ich selbst bitte Sie mir Ihre überaus werthe Freundschaft zu bewahren, 

Ihr treu ergebener 

Kronecker. 
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Beste Grüsse Ihrem Sohn Ernst und meine besten Empfehlungen Ihrer 
Frau Mutter, so wie den Herrn "Weber, Listing und Riemann. Ich bitte 
Sie noch von meinen Ihnen mitgetheilten Ideen über die Algebra der Zukunft, 
namentlich über die Benutzung der JACOBischen linearen Gleichungen für YM 
nichts Anderen raitzutheilen. Ich möchte erst selbst sehen, ob meine 
Speculationen Erfolg haben. 

D. 0. 
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AUSZUG AUS DEM BRIEFWECHSEL ZWISCHEN 
ALEXANDEB VON HUMBOLDT UND G. LEJEUNE DIKICHLET. 



Aus einigen Briefen A. ton Hduboldt's an G. Lejeube Dirichlit gebt hervor, dass der letztere 
Beiträge zum Koämos geliefert hat. So heisat es in einem Briefe Hijjieoldt's, welcher kurz vor der Druck- 
legUDg des zweiten Bandes, also um das Jahr 1847 geschrieben sein muss; 

„Je Vous ecris ees lignes au milieu de blen d'oiseuses et futiles agi- 
tations; mais ce sei'ait un manque de sensibilite et de reconnaissance de ma 
part, que de ne pas Vous exprimer, mon eher et respectable ami, combien 
je suis touche du saerifice de temps que Vous avez du faire pour i-epondre 
ä ma priere. Vous m'avez satisfait et parfaitement satisfait ä ce qiii pouvait seul 
entrer dans la compodtion de mon Pr^cis histonque. Vous l'avez fait avec cette 
mesure et cette pröcision dans l'expression des idees qui caracterise ä un si haut 
degre tout ce qui sort de Votre piume. Je ne Vous nomine pas, ce serait Vous 
rendre „le Ministre responsable", mais j'ai guillemete les passages, ce qui indique, 
comme je Tai dit p. XIV de la pröface, que la phrase est empruntee ä un de mes 
amis. Comme Vous ^tes moins indophile que moi, par devoir de parente, Vous 
nomrissez l'espoir malin qn'un jour on decouvrira quelque fragment de Diophante, 
qui nous donnera ce que jusqu' ici on ne trouve que chez les Indiens. J'es- 
pfere que cette malice ne Vous r^ussira pas, et si je savais autant de Mathe- 
matiques que j'en ignore, je mettrais aussi dans la balance des probabilites 
le caractere particulier d'analyse, le goüt de terroir des aigebristes indiens, 
poetes metriques et coioristes par symboles. Que ees phrases ne Vous fassent 
pas craiudre que j'aie ajoute a ia phrase sacramentale. Je m'en suis bien 
garde, " 
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Dieser Brief scheint sich auf die folgende Stelle im Kosmos (Bd. 11 S. 262) zw. beriehen! 

pIn den algebraisohea Werken der Inder findet sich die allgemeine Lösung der unbestimmten 
Gleichungen des ersten Grades und eine weiter ausgebildete Behandlung derer des zweiten als in den auf 
uns gekommenen Schriften der Alesandriner; es unterliegt daher keinem Zweifel, dass, wären die Werke 
der Inder zwei Jahrhunderte früher und nicht erst in unseren Tagen den Europäern bekannt geworden, sie 
auf die Entwickelung der modernen Analjsia fördernd hallen einwirken müssen." 



A. VON HUMBOLDT AN G. LEJEÜNE DIRICHLET. 

Hier, mein theurer Freund und College, ist meine Ihnen längst angekün- 
digte Frage wegen der Benennung der Wochentage durch Anwendung perio- 
discher Reihen. Die Alten (so im Somnium Seipionis, so in einer berühmten 
Stelle des Dio Cassius, Ideler Bd. I. p. 179.) rechneten die Planeten folgender- 
maassen. 

Saturn -^ 
Jupiter 2|. 
Mars ^ 
Sonne © 
Venus 5 
Mercur ^ 
Mond (j 
Die Juden Hessen aber die planetarische Benennung der 7tägigen Woche 
also folgen: 

Sabbath, Sonnabend, Dies Saturni ■^ 
Sonntag, Dies Solis © 

Montag, Dies Lunae (j 
Dienstag, Dies Martis (^ 
Mittwoch, Dies Mercurü g 
Donnerstag, Dies Jovis 2|. 
Freitag, Dies Veneris $ 
Es giebt 2 verbreitete Lösungen des Problems, wie die letzte Reihe aus 
der ersten entsteht. 

a) nach Erklärung des Dio Cassius, indem man die Stunden des Tages 
und der Nacht von der ersten Tagesstunde zu zählen anfängt, diese erste dem 
Saturn, die zweite dem Jupiter, die dritte dem Mars weiht, so wird die letzte 
der 24 Stunden Mars sein, und die erste des auf den Sabbath folgenden Tages 
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Sonntag sein, auf O fallen; der dritte Tag fängt mit einer von <r beherrsch- 
ten Stunde an . . . Ideler I. p. 179. 

b) nach Letronne wird das Problem dadurch gelöst, dass in dem Zo- 
diacus durch excentrische Kreise (z. B. in dem römischen Zodiacus von 
BfANCHiNi, über den ich vor 30 Jahren viel geschrieben, weil er in der späteren 
Caesarenzeit gi'iechische Thierkreiszeichen mit tartarisch-kirgisischen verband) 
12 Zeichen unterhalb 36 Dekanen stehen. Die 36 Dekane, deren je drei auf 
em Zeichen gehen, sind benannt nach Planeten in der Reihenfolge der ersten 
Tabelle. Werfen Sie einen Blick auf Olebac, Musee de Sculpture p. 832, 
so finden Sie, dass da der Planet, welcher der erste im Zeichen ist, den 
Wochentag benennt: 

Leo t) 2J. (j" 

Virgo o s 5 

Libra C ^ 2j. 

Scorpio d" © 2 



Die Wochentage heissen also 

% G H d ■ ■ • 

Meine Frage ist nun: wie kann ich kurz und arithmetisch zeigen, 
dass der Weg der periodischen Reihe 7 und 24 eben dahin führt, als dieselbe 
periodische Reihe zu je drei in 12 verteilt. 

Auf diese Präge lasse ich eine andere folgen, die mich weniger intei-essirt. 
Das einfaltige Gesetz der Planetenabstände von TiTius (oft fälschlich von Bode 
genannt) heisst: 

4. 4+3. 4+6. 4+12. 4 + 24. 4+48. 
Das ist, wenn Entfernung des Saturn zur Sonne 100 ist 
von Mercur Venus Erde Mars kleine Planeten Jupiter 
4 7 10 16 _2^_ _52 

100 100 100 100 iOÖ lOÖ' 

GrAUSs hat schon gesagt, dass es eine tolle Reihe ist, die mit 4 anfängt, da 
Mercur nicht 4, sondern 4 + |-=5-^ sein sollte. Mädler nun nennt dies empirische 
Gesetz eine geometrische Progression, Bode nennt es ein harmonisches. Es ist 
gewiss weder eines noch das andere. Es hat dem Prof Titius dunkel die 
Idee der Verdoppelung von Mercur an, nicht von der Sonne an, vorgeschwebt: 
3. 6. 12. 24. . . und durch Tappen hat er für Mercur die constante Quan- 
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tität 4 gefunden, welche die geometrische Progression verunstaltend zu jedem 
Gliede der Reihe addirt, die wirklichen Abstände annähernd giebt. Ist das 
richtig? Heisst nicht eine harmonische Progression eine solche, in der das 
erste Glied sich zum dritten verhält wie die Differenz des ersten und zweiten 
Gliedes sieh zur Differenz des zweiten und dritten Gliedes verhält, 
a. b. c. d 
a : c = b — a : c — b 
"Wo ist denn etwas in der Reihe von TitiüS 

4. 7. 10. 16. . . 
zu finden, wie Bode will? 4:10= 3:3. Unsinn. 

Lächeln Sie nicht zu sehr über mein weniges Wissen! Wegen der dun- 
keln Idee der Verdoppelung erinnere ich an die wirklichen Abstände der Pla- 
neten von der Sonne. 

Mercur 8 Millionen geogi', Meilen 
Venus 15 
Erde 20,6!! 
Mars 31,5 
kleine Planeten 56 

Jupiter 107,5 bene 
Saturn 197 bene 
Uranus 396 bene 
Neptun 620,8 schlecht. 

Mit inniger Freundschaft 
Berlin Sonntag Nacht 2''| A. v. Humboldt. 



G. LEJEUNE DIRICHLET AN A. VON HUMBOLDT. 

Nach zwei der drei über den Ursprung der planetarischen Wochentags- 
benennungen aufgestellten Hypothesen sind diese dadurch entstanden, dass man 
in der aus der Planetenreihe 

Saturn a 

Jupiter b 

Mars c 
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Sonne d 

Venus e 

Mercur f 

Mond g 
gebildeten periodischen Reihe 

(1.) abedefg, abc etc. 

immer ein GHed genommen und dann zwei übersprungen hat, was die neue 
periodische Reihe 

(2.) adgcfbe, ad etc. 

ergiebt, sei es nun, dass dieses üeberspringen von 2 Ghedeni nach Dio Cas- 
siDs' erster Erklärung aus der Anwendung der Quarte hervorgegangen sei oder 
dass man von der obigen ersten Reihe, wie Letronne meint, immer je drei fol- 
gende GHeder in ein Zeichen des Zodiacus eingeschrieben und nur das erste 
als Wochentagsbenennung gebraucht hat. Nach der dritten Hypothese (der 
zweiten Erklärungsweise des Dio Cassids) heissen die auf einanderfolgenden 
Wochentage nach den Planeten, welche die erste Tagesstunde beherrschen, so 
dass also immer 23 Glieder zu übei-springen sind. Da es nun bei einer perio- 
dischen Reihe wie (1.) offenbar gleichgültig ist, ob man eine gewisse Glieder- 
zahl oder diese Zahl um irgend ein Multiplum der Gliederzahl der Periode 
(hier 7) vermehrt Überspringt, so muss das üeberspringen von 28 (= 3-7-1-2) 
genau dasselbe Resultat wie das von 2 geben, d. h. es muss wie oben die 
Reihe (2.) kommen. 

Hinsichtlich der Behauptung von Bode, dass die Reihe von Titius eine 
harmonische sei, weiss ich nichts anderes zu sagen, als dass mir die Benennung 
harmonische Progression in keiner andern Bedeutung als der von Ew. Exeellenz 
angegebenen bekannt ist und dass sich auch bei Klügel nichts anderes findet. 

Ew. Excellenz 

ergebenster 
Mittwoch 26. Mai 51. Dirichlet. 

Die Bemerkungen welche ich auf \ <■ Benennins Ipi W) hentago beliehen, sind von Humboldt 
im Kosmos wo ei diene Fiage einer Dis ission interiieht benutzt wnrden. Im dritten Bande des Koamoa 
fin let «ith mi den Siitin 474 u ff ein fast wuitlicher Abdruck dei beiden vorhergehenden Briefe. 

In dem folginien Briete A io-i Hdubilcts benachrichtigt er Dibichlet davon, dass er seine 
Mittl eilnBgtii b nutJt hale 
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A. VON HUMBOLDT AN G. LEJEUNE DIRICHLET. 

Mon eher ami! 

Je suis tres presse de renvoyer une epreuve ä Stuttgart pour terminer 
ce malheureux 3'^"^ vol. tout astronoraique. Daignez jeter ä la häte les yeux 
sur pages 10 et 11*) pour voir, si j'ai bien saisi Votre eclaii-cissement de la 
concordance des deux m^thodes , de eelle des heures planetaires avec la 
methode des 36 Decans. Si Vous ordonnez des changements, donnez les moi 
en allemand et renvoyez le tout avec la note de Votre 6criture. 

*) Die Angabe der Seitenzalil bezieht sieh wahrscheinlich auf das Manuscript des Kosmos. 



G. Lejeune Diriolilet's Werke. H. 
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BIMEEKUNG ZU DIKICHLErS WEBKEN Bd. I. S. 348. Z. 7. 

HEREN R. DEDEKIND. 



Ist die Primzahl ^ ^ 5 (mod. 8), so sind die beiden Zahlen h und k, 
welche der Gleichung 

K' — 'ph'^ = — 4 
genügen, nicht immer ungerade, wie hier behauptet wird, sondern sie können 
auch beide gerade sein; der letztere Fall tritt zuerst für _p = 37 ein, wo 
A^— 12, i^2 wird. Die Methode, die PsLLSche Gleichung mittekt der 
Kreistheilung zu lösen, ist aus den Untersuchungen Über die arithmetische Reihe 
und über die Klassenanzahl der binären quadratischen Formen von positiver 
Determinante hervorgegangen, und jene Behauptung würde in der Abhandlung 
Beckerches stir diverses appUcations de l^analyse infinitesimale ä la tkeorie des 
nombres ihre Berichtigung von selbst gefunden haben, wenn Dirichlet dort 
auf die Betrachtung der einzelnen Fälle zurückgekommen wäre. Die im "Win- 
ter 1856 — 1857 in Göttingen von ihm gehaltene Vorlesung brach ebenfalls vor 
Erledigung dieses Punktes ab, und erst bei der Ausarbeitung derselben zum 
Zweck ihrer Veröffentlichung bemerkte ich den genannten Irrthum. 

Bedeuten T, ü, T, U, T", U" die kleinsten natürhchen Zahlen, welche 
den Gleichungen 

T'-^pü' = l, T'-pü-' - 4, T"'-pü"' - -4 
genügen, und setzt man die Fundamentaleinheit 

2 ~ ' 

so leuchtet ohne Weiteres ein, dass 

J^lt- = i>, 1" = £7' == r" = U" (mod. 2) 
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ist. Setzt man ferner 

so zeigt DiHiCHLET (Bd. 1. S. 470—471), daes m= 1 oder = 3 ist, je nach- 
dem die Zahlen T', U' (also auch T", ü") gerade oder ungerade sind, und 
wenn n und n' die (dort mit h und k' bezeichneten) Klassenanzahlen der zu 
der Determinante p gehörenden Formen ereter und zweiter Art bedeuten, so 
ergiebt sich zugleich 

mn = 3«'. 
Zufolge §. 11 derselben Abhandlung (Bd. I. S. 495, wo F = p, Y, = g =pk, 
Zi = — k zu setzen ist) wird die Klassenanzahl n durch die Gleichung 

bestimmt, und da die Zahlen —h und k immer positiv sind (Bd. I. S. 371 — 372), 
so folgt hieraus 

—k+kyp _ , 
—"2 ~ * ■ 

Die Zahlen h, k werden daher gewiss gerade sein, wenn die Zahlen T", ü", 
also auch T', U' gerade sind, d. h. wenn m ^ 1, also n ^= 3n' ist, und in den 
Disquisitiones Arithmeticae (Art. 256. VI) — welche Stelle Dieichlet am 
Schlüsse von §. 8 (Bd. I. S. 473) zur Vergleichung citirt — bemerkt Gauss, 
dass dieser Fall iz = 3n' für die Primzahlen p = 37, 101, 197, 269, 349, 373, 
389, 557 (und för keine andere Primzahl unterhalb 600) eintritt. In der That 
findet man z. B. 

— A = 12, k = % n' =\, « = 3 für p = 37 

— Ä = 20, ^ = 2, n' = 1, n = % für p = 101. 

Aus der obigen Gleichung für die Klassenanzahl n ergiebt sich unmittel- 
bar das allgemeine Kennzeichen, dass die Zahlen A, i stets und nur dann 
gerade sind, wenn n durch 3 theilbar ist. Dies geschieht, wie eben be- 
sprochen, gewiss im Falle m = 1, weil dann n = 3n' ist; dasselbe kann aber 
auch in dem anderen Falle m — 3, n = k' geschehen , obgleich die Zahlen 
T', ü'j T", U" ungerade sind, und die kleinste Primzahl p, für welche diese 
Erscheinung eintritt, ist 329; die äusserst mühselige Berechnung der Funktionen 
T, Z giebt 

— Ä = 3420, A = 226 für p = 229; 

53* 
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